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.自从 Hawking 在 1974 年 发 现 黑洞 并 不 是 完全 黑 的 而 是 可 以 从 视界 发 射 热 辐射 
以 来 , 在 过 去 的 四 分 之 一 多 个 世纪 里 , 人 们 已 经 用 许多 不 同 的 方法 对 各 种 黑洞 的 
量子 热 性 质 进 行 了 大 量 的 研究 . 但 是 多 数 研 究 主 要 集中 在 对 稳 ( 静 ) 态 黑洞 热效应 
的 考察 之 上 . 由 于 天 体 物 理学 上 的 一 个 黑洞 实际 上 会 向 外 发 射 辐射 或 吸 积 其 周转 
的 物质 , 因而 它 是 动态 的 、 随 时 间 而 演化 的 . 因此 研究 动态 黑洞 的 热 性 质 就 比 稳 

态 情形 更 加 富有 意义 . 但 是 研究 动态 黑 润 Hawking 蒸 发 的 工具 非常 有 限 , 传统 的 计 
"T 能 动 张 量 的 方法 只 适用 于 球 对 称 情 形 , 而 且 只 能 作 近 似 处 理 , 因而 用 途 
非 TA 限 , 难以 用 于 其 它 更 一 般 的 情况 . 


(n 赵 峥 教授 建议 的 广义 乌龟 坐标 变换 法 (GTCT) 则 与 之 不 同 , 它 可 以 用 于 
对 各 种 黑洞 时 空 热 性 质 的 研究 上 , 并 且 获 得 了 很 大 的 成 功 . 但 是 就 我 们 所 知 , 在 
我 们 的 工作 出 来 以 前 , 这 个 方法 在 研究 动态 Kerr(-Newman) 黑 洞 和 作 加 速 运动 
的 Kinnersley 黑 洞 这 两 类 时 空中 Dirac 旋 量 粒子 的 Hawking 辐 射 问 题 上 尚 有 一 定 的 
困难 . 本 文 旨 在 解决 这 一 困难 , 并 进一步 发 展 GTCT 法 ， 使 其 成 为 一 个 比较 完整 的 
理论 体系 , 可 以 用 于 对 一 般 黑 洞 时 空中 任意 自 旋 粒子 热效应 的 研究 上 .人 


本 文 主要 探讨 各 种 特定 的 黑洞 时 空中 量子 场 的 行为 , 其 内 容 可 以 划分 为 两 个 
部 分 : 一 是 寻找 已 知 的 黑洞 几何 背景 上 各 种 量子 场 (例如 Klein-Gordon 标 量 场 ) 方 
程 的 精确 解 . 二 是 研究 各 种 黑洞 中 量子 场 的 热 性 质 , 主要 是 集中 在 对 动态 黑洞 
中 Dirac 粒 子 的 Hawking 辐射 的 研究 上 . 需要 说 明 的 是 本 文 只 关心 四 维 黑 洞 情形 ， 
不 考虑 其 它 维 数 的 黑洞 情形 . 全 文 共 分 九 章 . 


第 一 章 简 要 介绍 与 本 文 有 关 的 黑洞 基本 理论 , 包括 黑洞 物理 学 发 展 的 简要 历 
史 , 四 维 黑 洞 解 的 的 分 类 , 黑洞 视界 附近 的 经 典 过 程 和 量子 效应 ,以 及 黑洞 热力 学 
定律 


在 第 二 章 中 我 们 研究 了 稳 态 轴 对 称 黑洞 背景 几何 中 Klein-Gordon 场 方程 分 
离 变 量 部 分 的 精确 解 , 表明 了 Kerr-Newman 黑 洞 及 Kerr-Sen 黑 洞 中 有 质量 复 标量 
场 方程 的 径 向 部 分 和 和 角 向 部 分 均 满 足 广 义 椭 球 波 方程 , 而 后 者 实际 上 就 是 合流 
的 Heun 方 程 . 基于 Laplace 变 换 , 给 出 了 联系 不 同 参 数 的 两 个 解 的 一 套 积 分 方程 . 
类 似 地 , 一 般 可 以 证 明 Plebanski-Demianski 度 规 (Petrov D- 型 时 空 ) 微 扰 的 无 质量 
的 任意 自 旋 场 方程 满足 广义 Teukolsky 方 程 , 其 分 离 变 量 部 分 可 以 变换 为 Heun 方 
程 的 形式 .. 
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第 三 章 首 先 回 顾 了 Hawking 效 应 发 现 的 历史 背景 ,解释 了 黑洞 辐射 发 生 的 物 
理 机 制 , 然后 介绍 推导 Hawking 辐 射 的 各 种 方法 , 以 及 与 这 个 理论 有 关 的 最 新 研究 
和 可 能 的 实验 检验 方案 . 


在 这 四 章 中 , 重点 介绍 了 Damour-Ruffini-Sannan(DRS) 方 案 , 用 这 个 方法 
研究 了 Schwarzschild #% Bw F te ALF fo we FAL F HHawkingKRR. HF 
用 它 者 察 了 Kerr-Newman 黑 洞 外 (内 ) 视 界 上 Kilein-Gordon 标 量 场 和 Dirac 旋 量 场 
的 Hawking 辐 射 (“ 吸 收 ”), 并 指出 内 视界 可 以 看 成 一 个 反常 的 负 温 系统 ， 利 用 
第 二 章 中 导出 的 精确 解 , 我 们 用 指标 法 对 标量 场 的 Hawking 蒸 发 重新 作 了 研究 ， 
将 Bardeen-Carter-Hawking 建 立 的 Kerr-Newman 黑 洞 外 视界 上 的 热力 学 四 定律 推 
广 到 Cauchy 内 视界 上 , 并 且 讨 论 了 转动 带电 的 黑洞 平衡 辐射 过 程 的 四 个 量子 
守恒 定律 ,引入 了 标量 粒子 的 量子 粹 和 约 化 视界 面积 的 这 两 个 新 概念 . 最 后 用 
指标 法 研究 了 Kerr-Sen 黑 润 背 景 上 标量 粒子 的 Hawking 效 应 , 指出 Kerr-Sen 黑 洞 
5 Kerr-Newman E 8] & PIU t ff A, 但 它们 的 热力 学 性 质 和 量子 热效应 却 极 
其 相似 ， 


余下 的 几 章 是 这 本 论文 的 核心 主体 部 分 , 用 广义 乌龟 坐标 变换 法 研究 
了 动态 黑洞 中 高 自 旋 粒子 (Dirac 粒 子 和 光子 ) 的 Hawking 辐 射 , 发 现 动态 Kerr(- 
Newman). i9] 4 Æ Ej i-i ISS A 3, 作 任 意 加 速 运动 的 Kinnersley 黑 洞 有 
自 旋 - 加 速 辜 合 效 应 出 现 . 对 于 Vaidya- 型 球 对 称 时 空 , 我 们 发 现在 Bddington- 
Finkelstein(EF) 坐 标 系 中 Dirac 粒 子 和 光子 的 Hawking 辐 射 是 不 对 称 的 . 对 于 这 类 
非 静态 的 球 对 称 黑洞 , 没有 看 到 与 自 旋 相关 的 量子 热效应 出 现 . 


与 稳 态 黑洞 情形 相 比 , 考察 动态 黑洞 的 Hawking 巷 发 更 加 困难 . 在 利用 GTCT 
法 研究 一 般 黑 洞 时 空 的 量子 热效应 时 , 需要 同时 考虑 对 一 阶 方程 和 二 阶 方程 作 广 
义乌 龟 坐 标 变换 处 理 , 然后 利用 一 阶 方程 提供 的 一 阶 导 数 之 间 的 关系 式 去 换 掉 二 
阶 方程 中 的 一 阶 导 数 交 叉 项 , 这 样 才能 将 每 个 分 量 满足 的 二 阶 方程 在 视界 附近 化 
为 单一 分 量 的 标准 波 方 程 . 这 个 步骤 是 讨论 高 自 旋 粒 子 的 Hawking 藻 发 问题 能 够 
成 功 的 关键 之 处 , 因为 余下 的 工作 完全 可 以 按照 DRS 建 议 的 方案 去 进行 处 理 . 第 
五 章 首先 介绍 赵 峥 等 人 在 研究 动态 黑洞 的 Hawking 辐 射 中 对 DRS 方 法 的 推广 , 然 
后 阐明 我 们 对 这 个 方法 继续 发 展 的 思想 , 并 简介 在 这 方面 所 做 的 工作 以 及 得 到 的 
一 些 主要 结果 ， 


用 这 个 发 展 了 的 DRS-Zhao-Wu-Cai(DRS-ZWC) 方 法 , 在 第 六 章 中 重新 研究 
了 Vaidya- 型 球 对 称 黑 润 中 Dirac 粒 子 和 光子 的 量子 热效应 , RA ABP A 
中 Hawking 辐 射 对 它们 的 不 同 分 量 是 不 对 称 的 . X Pb, 我 们 采用 了 不 同 的 方法 严格 
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证 明 任 何 动态 球 对 称 黑洞 不 可 能 有 新 的 量子 (能 层 ) 热 效应 . 


第 七 章 用 DRS-ZWC 方 法 讨论 了 动态 Kerr 黑 洞 中 Dirac 粒 子 和 光子 的 Hawking 
AA. 在 自 旋 为 1/2 和 1 粒子 的 热 辐射 谱 中 首次 看 到 了 一 项 新 的 相互 作用 效应 , 这 
个 新 的 效应 来 自 蒸发 黑洞 的 转动 与 粒子 的 自 旋 之 间 的 相互 耦合 . 我 们 进一步 证 明 
了 自 旋 -转动 耦合 效应 是 辐射 的 Kerr(-Newman) 黑洞 中 高 自 旋 粒子 (s = 1/2,1) 的 
黑体 辐射 谱 所 具有 的 普 适 特征 . 当时 空 退 化 为 Vaidya- 型 黑洞 时 这 个 效应 就 消失 
T5 


第 八 章 将 这 个 推广 了 的 GTCT 法 应 用 到 Kinnersley 黑 洞 的 量子 热效应 的 研究 
E, 发 现 作 任意 加 速 运动 的 Kinnersley 黑 洞 中 旋 量 粒子 的 Hawking 热 辐射 谱 中 有 自 
旋 - 加 速 耦 合 效应 出 现 . 


在 第 七 章 和 第 八 章 中 ,我们 还 分 别 选用 了 不 同 的 零 标 架 对 这 类 问题 再 次 作 了 
研究 , 表明 物理 结果 独立 于 坐标 系 的 选取 . 另外 , 研究 还 表明 了 用 广义 乌龟 变 换 法 
讨论 黑洞 的 Hawking 辐 射 时 不 需要 对 场 方程 事先 作 退 耦 处 理 , 只 需 根 据 时 空 的 对 
称 性 作 一 次 分 离 变 量 即 可 , 最 后 , 我 们 预言 作 转动 和 加 速 运动 的 Kinnersley-Kerr 黑 
洞 会 有 自 旋 -转动 -加 速 耦 合 (混合 ) 效 应 出 现 . 


第 九 章 是 对 本 文 在 动态 黑洞 的 Hawking 辐 射 方面 的 研究 工作 的 一 个 总 结 和 
RE, 提出 了 今后 相关 工作 的 设想 . 在 附录 A 中 , 用 代数 方法 推导 了 黑洞 热力 学 
第 一 定律 的 的 表达 式 ， 附 录 B 给 出 了 GTCT 的 一 般 形 式 以 及 导数 之 间 的 变换 关 
AX. 附录 C 则 列举 了 场 方程 的 Newman-Penrose Rik, RARMPREA RGR 
的 Lorentz 转 动 下 的 变换 性 质 . E: 


关键 词 : 广义 鸟 锡 坐 标 变换 ' Hawking 辐 射 与 “吸收 ", 动态 黑洞 . 事件 视界 ， 
Hawking 温 度 , 热 辐射 谱 , Dirach F, 自 旋 - 转 动 (加 速 ) 辜 合 效 应 ， 自 
旋 权 重 的 广义 椭 球 波 函 数 ,合流 Heun 方 程 , 推广 的 黑洞 热力 学 四 定 
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ABSTRACT 


Ever since Hawking discovered in 1974 that a black hole is not completely 
black but can emit radiation from its event horizon, considerable efforts had been 
made to reveal the quantum thermal properties of various kinds of black holes 
by many different methods in the past quarter century. However, most of these 
researches were concentrated on studying the thermal effect of static or stationary 
black holes. Because a realistic black hole in astrophysics can radiate or absorb 
matter surrounding it, it is non-stationary and evolves in the time. Thus the 
studies of the thermal properties of non-stationary black holes are more meaningful 
than that of stationary ones. But there are very limited tools to deal with the 
Hawking evaporation of non-stationary black holes. The traditionary method by 
calculating the renormalized energy momentum tensor can be used only in the 
spherical symmetric case, and it deals with the problem in an approximate manner. 
Thus this method is of limited use and meets great difficulties in other most general 


Cases. 


The method of generalized tortoise coordinate transformation (GTCT) sug- 
gested by Prof. Zhao Zheng is, however, very different from that one. It has been 
used successfully to investigate the thermal properties of all kinds of black hole 
space-times. Prior to our work, as to the best of our knowledge, this method still 
has some difficulties in dealing with the Hawking evaporation of Dirac particles in 
the non-stationary Kerr(-Newman) black holes and in the accelerating Kinnersley 
space-times. The aim of this thesis is to settle down this problem, to develop the 
GTCT method further, and to make it become a fairly integrated system so that 
it can be used to tackle with the thermal effect of particles with arbitrary spins in 


the most general space-times. 


The main topic of this thesis is to investigate the behaviors of quantum fields 
in all specific black hole space-times. It can be divided into two parts: one is 


to find exact solutions to miscellaneous wave equations of quantum fields such as 


lv 


ha -- ~.- 


Klein-Gordon scalar field on some known black hole background geometries. The 


other is to discuss the thermal effect of quantum fields in various kinds of black 
hole space-times, focusing on the Hawking radiation of Dirac particles in the non- 
stationary black holes. It should be noted that here we only concern about the 
four dimensional case, neglecting other dimensional black holes. This dissertation 


has nine chapters. 


Chapter 1 introduces concisely some essential black hole theories with relation 
to this dissertation, including a brief history of the developments of black hole 
physics, classification of four dimensional black hole space-times, classical processes 
and quantum effects near black hole event horizon and four laws of black hole 


thermodynamics. 


In Chapter 2, we study exact solutions of the separated parts of Klein-Gordon 
field equation on some stationary and axisymmetry black hole backgrounds. We 
demonstrate that the radial and angular parts of a massive scalar field equation 
in the Kerr-Newman and Kerr-Sen black hole space-times satisfies the generalized 
spheroidal wave equation which is, in fact, a confluent Heun equation. On the 
base of the Laplace transformation, we present a new set of integral equations that 
relate two solutions with different parameters. Analogically, it can be generally 
shown that perturbations of massless fields with arbitrary spins in the Plebanski- 
Demianski metric (space-time of Petrov D-type) satisfy the generalized Teukolsky 
equation and their separated parts can be transformed into the form of Heun equa- 


tion. 


In the third chapter, we first review the history backgrounds about the discov- 
ery of Hawking effect, and explain the physical mechanism that leads to black hole 
radiation. Then we introduce various methods that can deduce Hawking radiation, 
some recent researches on this theory and possible experimental ansaiz that may 


test Hawking radiation. 


Chapter 4 emphasizes the Damour-Ruffini-Sannan (DRS) method and apply 


it to discuss the Hawking evaporation of scalar and spinorial particles in the static 
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Schwarzschild black hole. Using this approach, we then investigate the Hawking 
radiation (absorption) of Klein-Gordon and Dirac fields from the outer (inner) 
event horizon of the Kerr-Newman black hole and point out that the inner horizon 
can be viewed as an abnormal negative temperature system. By means of the 
exact solutions derived in the second chapter, the Hawking evaporation of scalar 
fields is reexamined by the indices method, and then we extend the four laws of 
Kerr-Newman black hole thermodynamics established by Bardeen-Carter-Hawking 
on the outer event horizon to the same form on the Cauchy inner horizon. We have 
also discussed four quantum conservation laws on equilibrium radiation processes 
of a charged Kerr black hole, proposed a new concept of quantum entropy for 
scalar particles and introduced a notation of the reduced event horizon area. With 
the indices method, we finally investigate the Hawking effect of scalar particles 
on the Kerr-Sen black hole background, and point out that the thermodynamic 
properties and quantum thermal effects of Kerr-Sen black hole resemble fairly that 


of Kerr-Newman black hole though they have different geometries. 


The remaining chapters are the kernel of this dissertation. We use the method 
of generalized tortoise coordinate transformation to study the Hawking radiation 
of higher spin particles (Dirac particles and photons) in some non-stationary black 
holes. We reveal that a non-stationary Kerr(-Newman) black hole has spin-rotation 
coupling effect and an arbitrarily accelerating Kinnersley black hole posses spin- 
acceleration coupling effect. In the spherically symmetry case of Vaidya-type 
space-times, we find that the Hawking radiation of Dirac particles and photons is 
asymmetric with respect to their different components in the advanced Eddington- 
Finkelstein (EF) coordinate system. In these kinds of non-static spherically sym- 
metric black holes, one hasn't found any new quantum thermal effect dependent 


upon the spins of particles. 


Compared with the stationary cases, it is much more difficult to deal with the 
Hawking evaporation of non-stationary black holes. When we adopt the GTCT 
method to deal with the quantum thermal effect of a general space-time, we must 


consider simultaneously the asymptotic behaviors of the first-order and second- 
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order equations near the event horizon. Only making use of the relations between 
the first-order derivatives provided by the first-order equation can we eliminate the 
crossing-terms of the first-order derivatives in the second-order equations and recast 
each equation to a standard wave equation near the event horizon. This procedure 
is the key step that leads to success in discussing the Hawking evaporation of 
particles with higher spins, because the remained is just as those proposed by DRS. 
In Chapter 5, the generalization of DRS method to the case of non-stationary black 
holes is introduced by Zhao Zheng at al. when dealing with the Hawking radiation. 
Then we explain the idea that can further extend this method and briefly present 


our work done on these subjects and some main results we have obtained. 


By making use of this developed DRS-Zhao-Wu-Cai (DRS-ZWC) method, we 
re-investigate in Chapter 6 the quantum thermal effect of Dirac particles and pho- 
tons in some spherically symmetric black holes of Vaidya-type, and demonstrate 
that the Hawking radiation is asymmetric with respect to their different compo- 
nents in the advanced EF coordinate system. In addition, different methods have 
been used to prove rigorously that there does not exist any new quantum thermal 


(ergosphere) effect of any nonstatic and spherically symmetry black hole. 


In Chapter 7, the DRS-ZWC method is adopted to deal with the Hawking 
evaporation of Dirac particles and photons in a non-stationary Kerr black hole. A 
new effect due to the interaction between the spin of particles and the rotation of 
ah evaporating Kerr black hole has been observed in the thermal radiation spectra 
of spin-1/2,1 particles. This spin-rotation coupling effect is further shown to be a 
universal feature of the blackbody radiation spectra of particles with higher spins 
(s = 1/2,1) in a radiative Kerr(-Newman) space-time. This effect vanishes when 


the space-time degenerates to a Vaidya-type black hole. 


Chapter 8 is devoted to applying this extended GTCT method to manipulate 
the quantum thermal effect of Kinnersley black holes. We find that there appears 
a spin-acceleration coupling effect in the Hawking thermal spectrum of spinorial 


particles in an arbitrarily accelerating Kinnersley black hole. 
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Besides, we have chosen different null-tetrad systems to reexamine the same 
questions in Chapter 7 and Chapter 8, and shown that the physical results are 
independent of the choice of coordinate system. Our researches have also demon- 
strated that one needn’t decouple the field equations in advance when the GTCT 
method is applied to black hole radiation, but only need once separation of vari- 
ables according to the symmetry of space-times. Finally we conjecture that the 
Kinnersley-Kerr black hole with rotation and acceleration might have a kind of 


spin-rotation-acceleration (mixed) effect. 


In Chapter 9, we summarize our work on the Hawking evaporation of non- 
stationary black holes and outlook the related proposals in the future. In Appendix 
A, we derive algebraically the expression of first laws of black hole thermodynamics. 
Appendix B presents the general GTCT form and relations among the derivatives. 
Appendix C lists the Newman-Penrose formalism of field equations, transformation 
properties of spin coefficients and spinors under three kinds of Lorentz rotations of 


null-tetrads. 


Key Words: generalized tortoise coordinate transformation, Hawking radia- 
tion (“absorption”), non-stationary black holes, event horizon, 
Hawking temperature, thermal radiation spectrum, Dirac par- 
ticles, spin-rotation(acceleration) coupling effect, spin-weighted 
generalized spheroidal wave function, confluent Heun equation, 
generalized four laws of black hole thermodynamics 
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Hawking 的 考察 将 黑洞 的 量子 效应 冰释 为 由 事件 视界 发 射 热 辐射 谱 粒 子 在 黑 
洞 物理 学 上 立 下 了 一 个 划时代 的 里 程 碑 . 这 一 效应 的 发 现 不 仅 解决 了 黑洞 热力 学 
中 当时 存在 的 矛盾 , 而 且 深 入 地 揭示 了 量子 力学 、 热 力学 与 引力 之 间 的 内 在 联系 . 
考察 各 种 类 型 黑洞 的 热 性 质 成 为 黑洞 物理 学 中 的 一 个 重要 课题 , 研究 黑洞 蒸发 的 
三 个 基本 要 素 是 确定 黑洞 的 局 部 事件 视界 面 方程 、 计 算 黑洞 的 表面 引力 (温度 ) 和 
寻 出 热 辐 射 谱 . 由 于 存在 着 蒸发 和 吸 积 等 天 体 物 理 过 程 , 宇宙 中 实际 存在 的 黑洞 
是 随时 间 变 化 的 , 因此 深入 地 研究 燕 发 黑洞 的 Hawking 效 应 对 于 认识 黑洞 这 种 上 暗 
天 体 有 着 重要 意义 . 近 几 年 来 , 动态 黑洞 的 Hawking 辐 射 引 起 了 人 们 极 大 的 兴趣 ， 
但 大 多 数 研究 都 集中 在 探讨 标量 场 的 量子 热效应 上 面 . 对 于 动态 黑洞 中 Fermi 子 
的 Hawking 辐 射 的 考察 则 仅 限于 球 对 称 黑洞 情形 . 


在 研究 动态 黑洞 Hawking 辐 射 的 各 种 方法 中 , 乌龟 坐标 变换 法 是 使 用 较 广 并 
且 行 之 有 效 的 一 种 局 部 分 析 方法 . 该 方法 最 初 由 Damour-Ruffini 提 出 来 并 用 于 处 
理 静 态 黑洞 和 稳 态 黑洞 中 标量 场 的 旱 子 热效应 . 后 来 Sannan 进 一 步 发展 了 这 一 方 
法 , 使 之 不 仅 能 适用 于 标量 场 情 形 , 而 且 可 以 处 理 Fermi 子 的 热 辐射 , 赵 峥 教授 等 
人 则 将 静态 和 稳 态 情形 下 的 乌龟 坐标 变换 推广 到 非 静态 和 非 稳 态 情形 , 对 各 种 类 
型 黑洞 中 的 标量 场 和 非 静 态 的 球 对 称 黑洞 中 Dirac 粒 子 的 量子 热效应 作 了 大 量 的 
探讨 . 但 这 一 方法 用 于 处 理 动态 轴 对 称 黑 洞 或 非 静态 非 球 对 称 黑 洞 等 一 般 时 空 
中 Dirac 粒 子 的 Hawking 辐 射 时 , 则 遇 到 了 较 大 的 困难 , 原因 在 于 对 于 一 般 时 空中 
的 Dirac 方 程 不 能 直接 完全 分 离 变量 . 


试图 解决 动态 Kerr(-Newman) 黑 洞 和 作 加 速 运动 的 Kinnersley 时 空中 Dirac 粒 
子 的 Hawking 效 应 的 起 法 刺激 了 作者 在 动态 黑洞 的 Hawking 辐 射 方面 的 研究 工作 
和 这 本 论文 的 写作 . 这 本 论文 的 主要 目的 是 进一步 发 展 广 义乌 龟 坐 标 变换 法 , 使 
之 成 为 一 个 完整 的 理论 体系 , 用 以 解决 上 述 两 个 问题 . 


需要 说 明 的 是 , 本 文 的 作者 在 动态 黑洞 的 量子 热效应 方面 上 所 做 的 研究 主要 
是 建立 在 赵 峥 教授 等 人 的 工作 的 基础 上 的 . 采用 起 峥 提出 的 广义 乌龟 坐标 变换 ， 
作者 首先 成 功 地 处 理 了 动态 Kerr 黑 洞 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 辐 射 ,以 后 又 把 这 一 
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工作 推广 并 应 用 到 了 动态 球 对 称 黑 洞 和 Kinnersley 黑 洞 情形 , 另外 还 用 这 一 方法 
考察 了 动态 黑洞 中 光子 的 Hawking 蒸 发 . 研究 表明 , 考察 动态 黑洞 中 Dirac 粒 子 等 
m E 342 -T- e) Hawkingfé4H, 需要 对 一 阶 方程 和 二 阶 方程 同时 作 处 理 , 然后 利用 一 
阶 导 数 之 间 的 关系 式 去 换 掉 二 阶 方程 中 的 交叉 项 , 使 得 作 了 乌龟 坐标 变换 后 的 每 
一 个 分 量 满 足 的 二 阶 方程 在 视界 附近 都 是 一 个 可 分 离 变量 的 单一 分 量 的 标准 波动 
方程 , 因而 能 够 克服 上 述 困难 . 用 这 一 方法 导出 的 局 部 视界 面 方程 和 Hawking 温 度 
与 已 有 的 结果 完全 一 致 . 


本 文 在 黑洞 量子 热效应 方面 上 [第 六 、 七 、 八 章 ] 的 主要 结论 有 如 下 几 点 : 
1. 进一步 发 展 了 广义 乌龟 坐标 变换 法 , 使 之 成 为 一 个 完整 的 理论 体系 ; 


2. 广义 乌龟 坐标 变换 法 能 够 用 以 研究 任意 黑洞 时 空中 任意 自 旋 粒子 的 Hawking 效 
应 , 它 不 需要 对 场 方程 事先 进行 分 离 变 量 处 理 , 但 需要 同时 考虑 对 一 阶 的 和 二 阶 
的 场 方程 作 乌 龟 坐 标 变换 处 理 ， 


3. Vaidya- 型 动态 球 对 称 黑洞 中 高 自 旋 粒子 的 Hawking 辐 射 是 不 对 称 的 , 这 可 能 与 
该 类 时 空 在 Eddington-Finkejstein 坐 标 系 中 的 过 去 -未 来 不 对 称 性 有 关 ; 


4. 任何 动态 球 对 称 黑洞 不 可 能 有 与 粒子 质量 有 关 的 量子 能 层 效应 ; 
5. 动态 轴 对 称 黑 洞 有 自 旋 -转动 耦合 效应 ; 
6. 41E & Avi iz Z/ t Kinnersley € 3] E] 28-2ei& 48 5-3 


7T. R-HD (nii Md AX ELS EX URL XE def AbET AEH E xx HP EISE 
X, 这 种 效应 不 存在 于 标量 粒子 Hawking 辐 射 的 Bose 分 布 谱 中 . 对 于 Kinnersley- 
Kerr Xl, 我 们 预言 会 有 自 旋 -转动 -加 速 耦 合 (混合 ) 效 应 出 现 ; 


8. 选取 具体 不 同 的 零 标 架 不 影响 最 后 的 物理 结果 ， 
本 文 的 工作 表明 广义 乌龟 坐标 变换 法 是 讨论 黑洞 辐射 的 一 个 非常 有 效 的 工 


具 . 作者 在 动态 黑洞 的 Hawking 辐 射 上 所 做 的 这 些 研究 进一步 完善 了 乌龟 坐标 变 
Jit, 标志 着 广义 乌龟 坐标 变换 法 已 经 形成 了 一 个 比较 完整 的 体系 . 
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用 作者 在 这 里 进一步 发 展 了 的 Damour-Rufhini-Zhao-Wu-Cai 方 法 , 不 仅 可 以 
讨论 动态 轴 对 称 黑洞 和 非 静 态 非 球 对 称 的 任意 加 速 Kinnersley 黑 洞 中 Dirac 粒 地 
的 Hawking 蒸 发 ， 而 且 原则 上 完全 可 以 应 用 它 去 讨论 具有 非 退 化 视界 的 任意 时 空 
的 量子 热效应 , 这 一 方法 也 为 于 推广 去 讨论 任意 自 旋 场 的 Hawking 效 应 . 


另外 本 文 在 稳 态 黑洞 方面 [第 二、 四 章 ] 的 主要 研究 为 ; 


1. 表明 Kerr-Newman 黑 洞 和 Kerr-Sen 黑 洞 背景 上 标量 场 方程 在 分 量变 量 后 的 径 
向 和 角 向 部 分 都 是 广义 椭 球 波 方程 , 即 合流 的 Heun 方 程 ; 


2. 将 Kerr-Newman 黑 洞 外 视界 上 的 热力 学 四 定律 推广 到 内 视界 上 , 讨论 了 黑洞 平 
衡 辐 射 过 程 的 量子 守恒 律 , 引入 了 约 化 视界 面积 和 量子 粹 的 概念 . 


本 文 除 部 分 章节 (例如 第 五 章 ) 在 不 同 程度 上 参考 了 赵 峥 教授 的 著作 《黑洞 的 
热 性 质 与 时 空 奇 异性 : 零 曲 面 附近 的 量子 效应 》 外 , 在 写作 上 主要 参考 了 下 述 材 料 : 


第 二 章 主 要 基于 下 列 材料 : 
S. Q. Wu and X. Cai, J. Math. Phys. 40 (1999) 4538-4548. 
S. Q. Wu and X. Cai, “Massive Complex Scalar Field in the Kerr-Sen Geometry: 
Exact Solution of Wave Equation and Hawking Radiation", submitted to J. Math. 
Phys., |gr-qc/0107037}. 


第 四 章 的 第 三 、 四 节 主 要 基于 下 列 工作 : 
S. Q. Wu and X. Cai, IL Nuovo Cimento, B115 (2000) 143-150. 
S. Q. Wu and X. Cai, Int. J. Theor. Phys. 39 (2000) 2215-2220. 
S. Q. Wu and X. Cai, "Four Quantum Conservation Laws on Black Hole Equilib- 
rium Radiation Process and Quantum Black Hole Entropy”, [gr-qc/9903087]. 


第 六 章 主 要 基于 下 列 文章 : 
S. Q. Wu and X. Cai, Int. J. Theor. Phys. 40 (2001) 1349-1357. 
S. Q. Wu and X. Cai, Int. J. Theor. Phys. 41 (2002) 559-567. 
9S. Q. Wu and X. Cai, Mod. Phys. Lett. A16 (2001) 1549-1557. 
S. Q. Wu and X. Cai, IL Nuovo Cimento, B116 (2001) 907-914. 
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第 七 章 主要 基于 下 列 工 作 : 
Wu Shuang-Qing and Cai Xu, Chin. Phys. Lett. 18 (2001) 485-487. 
S. Q. Wu and X. Cai, Gen. Rel. Grav. 33 (2001) 1181-1195. 
S. Q. Wu and X. Cai, Gen. Hel. Grav. 34 (2002) 557-504. 
S. Q. Wu and X. Cai, Gen. Rel. Grav. 34 (2002) 605-617. 
S. Q. Wu and X. Cai, “Extra Spin-Rotation Coupling Effect in a 
Radiating Kerr Space-time”, [gr-qc/0104074]. 


第 八 章 主 要 基于 下 列 材料 : 
S. Q. Wu and X. Cai, Chin. Phys. 11 (2002) No. 7 (to appear). 
Wu Shuang-Qing and Cai Xu, Chin. Phys. Lett. 19 (2002) 141-143. 
9. Q. Wu and X. Cai, Int. J. Theor. Phys. 41 (2002) 641-651. 
S. Q. Wu and X. Cai, Gen. Hel. Grav. 34 (2002) No. 8 (to appear). 
吴 双 清 , BHT, SEED, IERRA RAP Weyl + icf Hawking a5” , 
已 投稿 到 物理 学 报 
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第 一 章 黑洞 物理 学 简介 


“I'm trying to understand ... 
the black hole in the sky. 
Why? ... 

It’s another time, 


It’s another space ..." 
A Monn, A Lear “Black holes” 


§1.1 引言 


黑洞 最 初 被 祝 为 一 颗 死 亡 的 星 , 被 认为 是 恒星 演化 的 最 终归 宿 , 后 来 人 们 发 
现 黑洞 有 着 丰富 的 内 涵 , 不 仅 有 一 般 的 力学 性 质 , 而 且 有 量子 性 质 和 热 性 质 . 黑洞 
是 天 体 演化 的 一 个 中 间 阶 段 , 而 不 是 最 终归 宿 . 


黑洞 物理 学 有 着 丰富 多 彩 的 历史 , 提供 了 广义 相对 论 、 量 子 场 论 和 热力 学 相 
互 交 融 的 独特 大 舞台, 它 从 一 个 单纯 的 几何 理论 发 展 成 为 一 个 包括 量子 论 、 相 对 
论 、 统 计 物理 、 微 分 几何 和 天 体 物理 学 在 内 的 多 学 科 理 论 . 黑洞 物理 研究 已 成 为 
多 学 科 的 交叉 点 ， 其 中 的 许多 课题 是 当前 科学 研究 的 主要 热点 . 


黑洞 Hawking 效 应 的 发 现 打 开 了 这 个 基础 物理 学 宽广 领域 的 一 个 小 的 角落 ， 
成 为 这 个 领域 一 个 重要 的 划时代 的 路 标 ， 黑 洞 的 Hawking 蒸 发 是 一 个 半 经 典 的 
量子 效应 , 现在 这 个 理论 已 经 伴随 我 们 28 年 了 , 其 理论 的 重要 性 用 再 多 的 语言 也 
不 嫌 夸 张 ， 自 Hawking 效应 发 现 以 后 , 经 过 近 三 十 年 的 研究 , 人 们 对 Hawking 辐 
射 早已 不 抱 怀 疑 态度 了 , 但 是 实验 上 目前 尚未 找到 证 明 Hawking 辐 射 的 证 据 . 
正如 Hawking 自 己 曾 讲 过 的 , 如 果 这 个 理论 得 到 了 实验 验证 , 那么 他 肯定 会 获 
得 Nobel 物 理学 奖 . 


这 本 论文 讲述 的 的 主要 工作 与 英国 两 位 最 伟大 的 理论 物理 学 家 首次 提出 
的 最 重要 理论 一 Dirac 方 程 和 Hawking 辐 射 有 关 . 今年 是 Dirac 谴 展 的 100 周 年 ， 
而 Hawking 先生 也 刚 过 完 他 的 60 大 寿 , 本 文 的 中 心 论题 是 发 展 广义 乌龟 坐标 变换 
+, 用 以 探讨 动态 黑洞 背景 上 Dirac 粒 子 的 Hawking 辐 射 , 因此 这 本 论文 就 显得 有 
点 特殊 意义 ， 
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这 一 章 将 简单 介绍 黑洞 物理 学 中 与 本 文 工 作 密 切 相 关 的 基本 理论 , 特别 是 黑 
洞 附近 的 量子 过 程 以 及 黑洞 热力 学 等 等 . 


目 洞 的 艺术 创意 画 


图 1 Penrose 所 描述 的 恒星 塌 缩 为 一 个 奇 点 的 过 程 是 对 
黑洞 的 最 好 的 经 典 理论 解释 . 奇 点 被 描绘 成 在 黑洞 深 处 的 一 个 
NAR, 它 是 这 样 的 致密 ,包括 光 在 内 的 所 有 东西 都 不 能 逃脱 它 
$451 2235. 在 外 面 的 三 条 光线 受到 奇 点 和 黑洞 的 引力 作用 而 弯 
出 , 但 它们 有 最终 还 是 逃脱 了 . 第 四 条 光线 恰好 位 于 被 陷 获 和 能 
逃脱 的 临界 状态 之 上 . 在 最 里 面 的 第 五 条 光线 则 完全 被 陷 获 了 ， 
它 永 远 不 能 再 从 黑洞 逃脱 . 


$1.2 ”黑洞 物理 学 简 史 


黑洞 物理 学 从 广义 相对 论 和 天 体 物 理学 中 完全 独立 出 来 , 形成 一 门 新 新 的 学 
fr, 大 约 始 于 1986 年 . 1998 年 年 底 两 位 俄罗斯 物理 学 家 的 合 著 《 黑 洞 物 理学 : 基本 
概念 与 新 的 发 展 》 的 出 版 , 是 黑洞 物理 学 史上 的 一 件 大 事 , 它 标志 着 这 一 学 科 已 
ATAR. 该 书 是 在 他 们 1989 年 出 版 的 《黑洞 物理 学 》 基 础 上 扩充 改写 的 增订 版 ， 
对 这 一 领域 作 了 最 新 的 全 面 总 结 [1, 2]. 


黑洞 物理 学 发 展 的 历史 阶段 [1, 2] 的 划分 尚 是 一 个 开放 问题 , 对 此 还 没有 一 致 
公论 . 目前 存在 几 种 看 法 , 下 面 分 别 介 绍 它们 . 
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B-E ROAR E SA 0 0. 0 00 0 
A. 第 一 种 观点 [1, 3] 认为 黑洞 物理 学 的 发 展 过 程 可 划分 为 如 下 的 历史 阶段 : 


a) 前 历史 时 期 : 这 一 阶段 起 自 于 Michell 和 Laplace 对 黑洞 这 个 思想 的 讨论 ， 
终止 于 1916 年 .天 文 爱 好 者 Michell] 牧 师 在 寄 给 Cavendish 的 一 封 信 中 首次 导出 
了 光线 在 引力 场 中 的 刘 曲 角 , 这 一 点 事实 上 形成 了 引力 透镜 理论 的 基础 
Laplace 则 在 十 入 世纪 末 用 Newton 引 力 理论 考虑 了 这 类 天 体 存 在 的 可 能 性 ， 
Schwarzschild 于 1916 年 发 表 了 Einstein 场 方 程 的 一 个 解 ,该 解 描述 了 一 个 静态 
非 转 动 黑洞 . 


b) 古 历史 时 期 : 这 一 时 期 起 自 1916 年 , 止 于 1967 年 12 月 29 日 . 在 这 一 时 期 稍 晚 
的 1963 年 ,澳大利亚 数学 家 Kerr 找 到 了 Einstein 的 方程 的 一 个 真空 解 , 它 描述 一 个 
转动 黑洞 . 在 1967 年 底 美 国 著 名 科学 家 Wheeler 在 纽约 Hilton 饭 店 的 一 次 讲演 中 首 
次 引入 了 “黑洞 "这 个 术语 . 


c) 新 历史 时 期 : 这 一 时 期 始 自 Wheeler 在 1967 年 的 讲演 , 终于 1986 年 ，Za- 
kharov [1] 称 这 一 时 期 为 物理 学 的 这 个 新 领域 的 青年 期 , 而 Frolov 和 Novikov [2] 则 
称 之 为 黑洞 物理 学 发 展 的 英雄 时 代 . 这 一 时 期 的 特征 是 相关 的 研究 快速 增长 . 
Novikov 和 Frolov 《黑洞 物理 学 》 的 首 版 宣告 了 这 一 时 期 的 结束 . 需 注 意 的 是 同一 
时 期 出 版 了 Gabtsov 的 颇 有 受益 的 俄 文 版 单行 本 [3]，Thorne 与 Price 和 Macdonald 
合 著 的 英文 版 单行 本 [4]( 书 中 陈述 了 黑洞 物理 中 的 膜 范 式 ) 以 及 Chandrasekhar 
于 1983 年 的 著名 英文 单行 本 [外 . 


d) 现代 时 期 ; 从 1986 年 到 现在 . 这 一 时 期 在 研究 黑洞 的 理论 与 数学 方面 取得 
了 辉煌 成 就 . 但 最 重要 的 是 , 在 许多 星际 双星 系统 中 发 现 了 致密 天 体 (几乎 100% 的 
可 以 肯定 为 黑洞 ). 另外 在 不 同 光 谱 范 围 内 对 活动 星系 核 进行 了 深入 的 研究 , 论证 
了 其 质量 为 太阳 质量 几 百 万 倍 的 超重 黑洞 存在 的 必要 性 . 


实际 上 在 二 十 世纪 六 十 年 代 后 期 , 黑洞 从 只 是 广义 相对 论 专家 的 研究 课题 (在 
当时 , 天 文学 家 根本 不 考虑 黑洞 , 其 至 在 尊 琢 的 学 术 团 体 中 讨论 黑洞 是 不 受 欢 迎 
的 ) 转 变 为 天 文学 家 和 天 体 物 理学 家 的 日 常 研 究 课题 . 


B. 根据 天 文学 上 的 兴趣 , 人 们 认为 黑洞 的 研究 大 致 分 成 三 个 时 期 [6]: 


(1) 1964 ~ 1975 年 是 黑洞 研究 的 第 一 个 黄金 时 期 (Thorne [7] 称 1963 ~ 19724 
为 黑洞 研究 的 黄金 时 代 ), 其 间 最 主要 的 成 果 有 
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e 黑洞 的 吸 积 和 发 展 
。 相 对 论 效 应 (例如 坐标 系 拖 性 效应) 
e 黑洞 的 量子 效应 (例如 Hawking 效 应 ) 
(2) 二 十 世纪 七 十 年 代 末 到 八 十 年 代 末 是 长 期 准备 阶段 ,主要 是 
e 第 一 次 测量 恒 量 尺度 下 可 能 的 黑洞 的 质量 
© 黑洞 吸 积 盘 的 X- 射 线 谱 的 证 认 和 模型 
(3) 二 十 世纪 九 十 年 代 初 到 现在 是 黑洞 研究 的 新 阶段 , 主要 工作 是 
e 建立 了 恒星 尺度 黑洞 候选 者 的 大 量 样本 
e 在 强 引力 场 极限 下 广义 相对 论 效应 的 观测 
C. 纯粹 从 理论 兴趣 上 来 看 , 我 们 认为 黑洞 物理 学 的 研究 出 现 了 三 次 高 潮 : 


* 第 一 次 是 Einstein 方 程 各 种 经 典 黑 洞 解 (上 世纪 六 十 年 代 至 1973 年 ) 以 及 黑 
洞 动 力学 四 定律 , 这 一 时 期 可 称 为 经 典 黑洞 物理 时 期 . 


* 第 二 次 是 Hawking 辐 射 和 黑洞 热力 学 (1974 年 至 上 世纪 八 十 年 代 末 ), Hawk- 
ing 的 发 现 开创 了 黑洞 物理 研究 的 量子 时 代 . 


* 第 三 次 始 于 上 世纪 九 十 年 代 , ERY RABY RAMA RBI AMR 
子 弦 态 的 研究 为 代表 , 即 黑 洞 解 作为 低能 蜡 质 弦 论 唯 象 解 的 研究 . 


81.8 ”四 维 黑洞 解 的 分 类 


由 于 本 文 只 研究 四 维 黑 洞 情形 , 在 这 一 节 中 我 们 简单 介绍 与 本 文 工 作 相关 的 
四 维 ( 稳 态 与 动态 ) 黑 洞 解 . 上 世纪 七 十 年 代 初 , 四 维稳 态 黑洞 分 类 问题 已 被 基本 解 
AT. 按 三 个 层次 来 表述 , 这 就 是 : 


a) 稳 态 黑洞 必定 是 轴 对 称 的 (转动 黑洞 ) 


b) KIA E” (no hair) 定 理 : 一 般 稳 态 黑洞 的 引力 场 只 包含 质量 MH、 电 
HQ MAE = J/M. 


jr Y et | | xii "TES 

Econ LR EM. 

=. DOCTORAL DISSER LA Lon 
— 物理 学 简介 S s 


c) — A 4l A EB) 65 5] 72 35 di Kerr-Newman/£ 48ih 3E, 其 度 规 在 Boyer- 
Lindquist 4E 4$ f& [9] 2j: ! 


- 2 2 
iia 9 fadt — (3 4-a? sin? ydg] -x( de), (1.3.1) 


ds? = 


(dt—asin? 0d) 一 


MP 


KPA =r? —-2Mr4+a?4+Q?, XY = r? +a? cos? 0. 
按 转 动 ( 角 动 量 ) 和 电荷 可 将 四 维 黑洞 划分 为 ; 


1) 静态 球 对 称 黑洞 (4 二 0), 其 线 元 为 
A 
r2 

a) 不 带电 的 Schwarzschild 黑 洞 (e = Q = 0), A = r° —2Mr, 其 视界 位 于 rr = 
2M. 


2 
ds? = dt? — "dr! — r!(d8? + sin? 0d?) . (1.3.2) 


b) t'y Reissner-Nordstróm (a = 0, Q # 0), A =r? -2Mr + Q?, 其 视 
Fitri =M+./M?—-@. 
2) 稳 态 轴 对 称 (转动 ) 黑 洞 (a A 0) 


a) 不 带电 的 Kerr 黑 洞 (@ 二 0,a £0), A=r?—-2Mr+a?, 其 视界 位 于 r+ = 
M +V M? — æ. 


b) 带电 的 Kerr-Newman 黑 洞 (为 一 般 情 形 Q@ 关 0, a # 0), AAA Fra = 
M+ivVM’?— a*-Q?. 


1982 年 Kasuya [10] 给 出 了 双 荷 (电荷 @@、 磁 荷 已 )Kerr-Newman-Kasuya 黑 洞 解 ， 
其 线 元 由 (1.3.1) 式 给 出 , 只 是 其 中 的 A =r? —2Mr +e QU +P. 它 是 Kerr- 
Newman 解 的 非 Abel 推 广 . 其 实 这 个 解 在 1975 年 早已 由 Yasskin [11] 得 到 . 


Kerr-Newman-Kasuya 解 第 一 次 包含 了 非 Abel 的 SU(2) 荷 , HAR AE Vw 
提出 了 挑战 . 正如 Bowick [12] 指 出 的 , 黑洞 除了 具有 通常 的 质量 、 电 荷 和 角 动 量 
三 个 参量 以 外 , 是 否 还 可 以 携带 非 Abel 荷 , 如 QCD 色 荷 , 目前 尚 不 清楚 . 


新 近 的 研究 表明 , 黑洞 除了 通常 的 “三 毛 ” 外 , 尚 可 有 其 它 毛发 , 例如 量子 毛发 ， 
膨胀 (Dilaton) 荷 , 轴 子 (Axion) 荷 等 . 王 永 久 等 [13-15] 在 引力 与 5U(5) 大 统一 理论 袍 
合 的 框架 下 给 出 了 黑洞 存在 第 四 个 参量 SU(3)c 色 荷 的 证 据 . 


”! 注 : 本 文 自始至终 采用 Planck 间 位 制 , 即 G = h — C = kg = 1. 
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19924F-Sen [16] X& As Kerr 38i id 32 d 3E 4 (twist) FZ A X, T Jt Jf EOE AT 
效 场 论 唯 象 的 KerT-Sen 解 (又 称 为 twisted Kerrf#), 在 Einstein 基 中 其 线 元 取 (1.3.1) 
式 的 形式 , XP A — r?--2(b — M)r +a, Xi =r? + 2br + a? cos? 0. 这 个 解 描述 
一 个 带 有 质量 M, SQ, MAE = Mae RAs = Qa 的 黑洞 . 扭曲 参数 b 通 
it X &Xb-—Q?/2M = M tanh? (a/2) 与 en 所 用 的 和 参数 a AKA. 


随后 不 久 , 人 们 又 将 这 个 解 推 广 为 带 有 轴 子 荷 ho 和 膨胀 荷 Do 的 解 [17]， 因 
这 个 解 包 含 Taub-NUT 解 作为 其 极限 情形 (a 一 0), 所 以 通常 人 们 不 认为 它 是 一 个 
黑洞 解 . 


以 上 我 们 介绍 的 黑洞 解 都 是 稳 态 的 . 按 Petrov 的 分 类 方案 ,Kerr-Newman 黑 
洞 属 于 Petrov D- 型 , 而 Kerr-Sen 黑 洞 属 于 Petrov II-28. 下 面 我 们 介绍 动态 黑洞 ,这 
类 黑洞 是 Einstein 场 方 程 的 “辐射 " 解 . 


1) 动态 球 对 称 黑洞 [18], 其 线 元 在 超前 或 推迟 的 Eddington-Finkelstein(EF) 坐标 
系 中 为 


ds? = du? + 2edwdr — r^(d0* + sin? Ody’) , (1.3.3) 

HP He = 1,—18H,w- tu,v， 超 前 (入 射 )EF 时 间 坐 标 为 y = ttr, 推迟 (出 
射 )EF 时 间 坐 标 为 = t-r, 黑洞 质量 M 和 电荷 Q 是 超前 时 间 ov 或 推迟 时 间 包 的 函 
a. 

a) Vaidya #), A =r? —2Mr. 

b) Vaidya-Donnor, EB], A = r? — 2Mr + Q*. 
2) 255585] FRR [19-23], 其 线 元 为 

ds? = = (dw — asin? Ody)” + 2edr(dw — asin? gdop) 


2; 
sin2 0 


[adw — (r^ + a2)dp] — yao, (1.3.4) 
SPY = r? +a’ cos8, He = 1, 一 1 时 ,ww = u,v. 

a) 2j Kerr El, A =r? — 2Mr +g. 

b) 动态 Kerr-Newman 黑 洞 , A = r? - 2Mr + +R. 
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的 形式 基本 相同 , RAR SURG MÁS ELAQE N uvt BR. 对 于 动态 的 转 
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ARMA, 我 们 要 求 比 角 动 量 a 二 JJ/M 为 常数 ， 


3) Kinnersley 黑 洞 [24-26], 其 度 规 线 元 在 第 八 章 中 给 出 . 这 个 度 规 描写 作 加 速 运 
动 的 点 质量 的 外 部 引力 场 , 可 能 与 静态 C- 度 规 [27-30] 有 关系 . 有 带电 的 和 不 带电 
的 两 种 版 本 . 


4) 转动 的 Kinnersley 黑 洞 [31], 这 类 度 观 描写 加 速 和 转动 的 点 质量 外 部 的 引力 场 ， 
可 能 有 稳 态 C- 度 规 [27-30] 有 一 定 联 系 . 研究 此 类 黑洞 的 现 有 文献 较 少 , 本 文 也 不 
讨论 此 类 黑洞 . 


动态 黑洞 的 Petrov 分 类 : Vaidya- 型 黑洞 与 Kinnersley 黑 洞 属 于 Petrov D- 型 ,而 
动态 Kerr-Newman 黑 洞 属 于 Petrov II- 型 .转动 Kinnersley 黑 洞 的 Petrov 分 类 尚未 
见 文献 报道 , 我 们 猜测 它 可 能 属于 Petrov II 型 ， 因 为 当 其 中 的 加 速 参数 消失 时 它 
可 回 到 动态 Kerr-Newman 黑 洞 情形 , 而 当 其 中 的 转动 参数 为 零 时 , 它 又 可 回 到 变 
aig Kinnersley 黑洞 情形 . 


类 比 Kasuya 的 工作 , 除 电荷 参量 外 人 们 可 以 在 这 些 黑洞 解 中 引入 磁 荷 参数 . 
I Kerr-Sen 黑洞 外 , 人 们 也 可 以 在 这 些 解 中 引进 宇宙 学 常数 人 . 


§1.4 稳 态 黑洞 视界 附近 的 效应 


本 节 简 单 介绍 发 生 在 黑洞 事件 视界 附近 的 经 典 过 程 和 量子 效应 ， 黑 洞 的 
草 子 效应 包括 非 热 辐射 和 热 辐 射 以 及 真空 极 化 . 非 热 量子 效应 包括 Misner 超 
辐射 和 Starobinsky-Unruh 过 程 . Misner 超 辐射 是 一 种 受 激 辐 射 ， 而 Starobinsky- 
Unruh 过 程 是 一 种 自发 辐射 , 这 两 者 都 是 非 热 辐射 ,量子 热效应 即 Hawking 辐 射 ， 
又 称 Hawking-Unruh 效 应 , 这 里 只 作 简 单 介绍 , 在 后 面 的 章节 中 另 有 详细 讨论 . 

1 经 典 效 应 一 - Penrose 过 程 

Penrose 过 程 [32, 33] 是 从 转动 黑洞 的 能 层 中 提取 黑洞 转动 能 量 的 过 程 . 在 无 穷 
远 处 的 观测 者 看 来 ,转动 黑洞 的 能 层 中 存在 经 典 的 负 能 轨道 . 一 个 正 能 物体 从 无 
穷 远 处 来 到 能 层 后 分 成 两 块 , 其 中 一 块 沿 负 能 轨道 运行 并 落 入 黑洞 , 另 一 块 重新 
飞 回 无 穷 远 处 . 转动 黑洞 吸收 负 能 物体 后 能 量 降低 , 损失 的 能 量 是 其 转动 能 , 而 出 
射 到 无 穷 远 的 物体 , 能 量 会 增加 , 这 是 由 能 量 守恒 定律 所 保证 的 . 


研究 表明 , 在 Penrose 过 程 中 , 黑洞 的 角 动 量 减 少 但 面积 反而 增加 , 不 违背 面积 
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不 灭 定理 . Penrose 过 程 的 最 终结 局 是 使 黑洞 停止 转动 , 即 它 使 稳 态 黑洞 退化 为 静 
态 黑洞 . 提取 黑洞 的 转动 能 量 除 Penrose 过 程 外 , Blandford 和 Znajek [34] 提 出 了 不 
同 的 方案 , 称 为 Blandford-Znajek 过 程 , 它 受 到 了 天 文字 家 们 的 极 大 重视 [35]. 


对 于 带电 的 黑洞 , 虽然 不 一 定 有 能 层 存在 , Ruffini 等 [36-38] 提 出 了 可 以 提取 黑 
洞 Coulomb 电 磁 能 的 方法 . 


2. SMH — 超 辐射 


Penrose 过 程 的 量子 对 应 (波动 类 似 ), 又 称 为 超 辐射 散射 [39-43], 它 允 许 用 一 
个 相当 简单 的 方式 从 黑洞 提取 能 量 . 超 辐射 现象 也 完全 可 以 用 经 典 术 语 加 以 理解 . 
Misner [39] 5E 8], 当 入 射 波 (标量 波 、 电 磁 波 或 引力 波 ) 的 频率 满足 
无 质量 情形 : 0 <w € mAy + eby 
有 质量 情形 : Ho Kw S mii + eom 
Bj, 入射 波 穿 过 能 层 返回 后 成 为 的 出 射 波 会 得 到 增强 . LAF uo mfeA 
是 入 射 波 量子 的 静 质量 、 角 动量 磁 量 子 数 和 电荷 , Qir = a(r} 十 o2) 和 @r = 
Qrg/(2Mrg 一 @2) 分 别 是 黑洞 视界 的 角速度 和 静电 势 . Misner 超 辐射 实际 上 是 一 
AS RFA. 在 该 过 程 中 , 黑洞 的 转动 能 和 Coulomb 电 磁 能 均 可 被 提取 而 使 角 动 
量 和 电荷 减少 , 但 黑洞 的 面积 并 不 减少 . 


对 于 没有 能 层 的 带电 Reissner-Nordstr6om 黑 洞 , 超 辐射 现象 对 于 Bose 场 也 存 
在 . 有 趣 的 是 , 对 于 Fermi 场 则 没有 超 辐射 效应 [44-50]. 


3. 自发 辐射 


与 激光 作用 原理 类 似 , 黑洞 既然 允许 受 激发 射 , 也 就 应 当 允 许 粒子 的 自发 发 
At, 这 就 是 所 谓 的 Starobinsky-Unruh 过 程 [43, 45]. 粒子 的 自发 产生 发 生 在 黑洞 的 
视界 之 外 , 其 机 制 类 似 于 平 直 时 空中 的 Klein 机 制 . 


研究 表明 , 稳 态 黑洞 视界 的 角速度 和 电势 会 导致 视界 附近 Dirac 真 空 的 正 负 能 
级 发 生 交 错 [51, 52]. Hwy = my + edy KATTAA Et, 在 视界 附近 的 能 
层 内 才能 发 生 正 负 能 级 交错 . 在 正 负 能 态 之 间隔 着 一 个 禁区 , 禁区 里 不 能 有 任何 
粒子 存在 . 当 产 生 能 级 交错 时 , 真空 中 的 虚 粒 子 对 将 通过 量子 隧道 效应 穿 过 禁区 
而 实 化 为 真实 粒子 . 这 种 粒子 对 产生 的 过 程 , 是 与 超 ( 受 激 ) 辐 射 相应 的 自发 辐射 ， 
辐射 粒子 的 能 量 范 国 与 党 激 辐射 一 致 ， 


Bo <w € ug = MOY + eog;. 
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图 2 黑洞 视界 附近 Dirac 真 空 的 正 负 能 级 交错 


自发 辐射 也 会 导致 黑洞 转动 能 与 电磁 能 的 减少 , 使 黑洞 角 动 量 和 电荷 减少 ， 
但 面积 不 会 减少 . 


受 激 辐射 与 自发 辐射 都 是 非 热 辐射 , 与 黑洞 的 温度 无 关 ， 非 热 辐射 [53, 54] 
的 终 态 是 Schwarzschild 黑 洞 , 因此 通常 又 把 Schwarzschild 黑 洞 看 作 基 态 黑 洞 , 而 
把 转动 、 带 电 的 黑洞 看 作 黑 洞 的 激发 态 . Penrose 过 程 和 非 热 辐射 过 程 都 进 
守 Hawking 的 面积 定理 . 


黑洞 的 总 质 能 可 以 分 为 三 个 部 分 [55, 56]: 与 角 动 量 相 联系 的 转动 能 , 与 电荷 
相 联 系 的 Coulomb 电 磁 能 以 及 话 质 量 能 量 ( 不 可 约 质 量 ). Christodoulou [55] 证 明 ， 
前 两 种 形式 的 能 量 可 以 从 黑洞 中 提取 出 来 , 而 第 三 种 是 不 可 减少 的 . 这 个 不 可 约 
能 量 对 应 着 黑洞 的 面积 . 


4，Hawking 辐 射 : 


有 可 能 存在 另外 一 种 热 辐 射 量子 而 使 黑洞 的 不 可 约 质量 通过 “蒸发 "而 
逐渐 减少 的 过 程 称 为 Hawking 过 程 157-59]. 处 于 基态 的 Schwarzschild 黑 洞 没有 
上 述 非 热效应 ,在 Hawking 效 应 发 现 以 前 , 它 仍 被 视 为 恒星 演化 的 最 终归 宿 . 
1973 年 Hawking [57] i 8j X. A 4A $8 4d, 不 仅 稳 态 Kerr- Newman 黑 洞 有 , 而 且 
静态 Schwarzschild 黑 洞 也 有 . 以 后 , Unruh (60, 61] 证 明了 在 平 直 时 空 作 加 速 运动 
的 Rindler 观 测 者 也 会 探测 到 热 辐射 的 粒子 流 . 从 等 效 原理 的 角度 来 看 , Hawking 辐 
射 和 Unruh 效 应 实质 上 是 等 价 的 , 因此 也 有 人 称 这 个 效应 为 Hawking-Unruh 效 应 . 


em M Lope 
E BOC FORALL DISERTA HIN 


非 热 辐 射 与 温度 无 关 , 遵守 面积 定理 , 在 辐射 过 程 中 电荷 和 角 动 章 不 断 减 少 
而 面积 继续 增长 . Hawking 效 应 是 黑体 辐射 , 是 标准 的 热 辐射 , 不 遵守 面积 定理 , 在 
杨 射 过 程 中 黑洞 质量 减 小 , 面积 会 缩小 . Hawking 效 应 的 发 现 表明 Schwarzschild 黑 
洞 不 是 恒星 演化 的 最 终结 局 , 而 只 是 天 体 演 化 的 一 个 阶段 


黑洞 辐射 出 热 详 粒子 的 过 程 通常 又 被 称 为 Hawking 燕 发 、Hawking 辐 射 
A Hawking MF. 在 过 去 的 四 分 之 一 个 世纪 中 , 稳 态 黑洞 Hawking 辐 射 的 
方方面面 已 被 人 们 详尽 地 研究 过 了 [2, 62]. 文献 [63, 64] 对 Hawking 辐 射 作 了 一 般 性 
综述 , 考察 了 加 速效 应 和 黑洞 蒸发 ,用 对 产生 的 语言 详细 分 析 了 Hawking 辐 射 发 生 
的 机 制 , 它 强调 的 两 个 中 心 要 素 是 存在 视界 和 真空 涨 落 稳定 地 转化 为 粒子 (产生 机 
制 ). Benachenhou [65] 的 博士 学 位 论文 考察 了 与 黑洞 燕 发 相关 的 论题 . 文献 [66] 也 
对 同一 论题 作 了 简介 . 


理论 上 人 们 对 Hawking 辐 射 已 不 再 抱 怀 疑 态度 了 , 但 是 实验 上 到 目前 为 止 沿 
未 能 给 予 验证 .本文 对 Hawking 辐 射 的 详细 讨论 见 后 面 的 章节 ， 包括 新 的 可 能 检 
测 Hawking 辐 射 的 实验 方案 . 


与 Hawking 辐 射 相 关 的 两 个 重要 问题 是 黑洞 信息 丢失 和 和 奇 性 问题 目前 这 两 
个 问题 是 当前 研究 的 热门 话题 , 它们 的 最 终 解决 有 可 能 给 人 们 展现 出 一 个 新 的 量 
子 时 空 观 和 找到 一 个 全 新 的 量子 引力 理论 . 超 弦 理论 由 于 能 够 揭示 Planck 尺 度 上 
的 物理 , 使 解决 这 两 个 难点 出 现 了 一 丝 上 明光. 


5. 真空 极 化 


上 面 介绍 的 效应 都 是 粒子 的 产生 过 程 , 但 是 粒子 产生 并 不 穷尽 所 有 可 能 
量子 效应 ， 如 果真 空中 的 虚 粒 子 对 并 不 实 化 为 真实 粒子 , 虚 粒 子 的 能 态 也 会 在 
外 场 中 受到 影响 , 结果 对 局 部 观测 者 来 说 , 能 动 张 量 真空 平均 值 会 随 外 场 而 改 
E, 这 个 效应 称 为 真空 极 化 效应 . 人 们 对 黑洞 真空 极 化 效应 已 有 比较 成 热 的 研 
究 [62, 67-71], 请 参考 Frolov 和 Novikov 的 标准 教科 书 [2], 这 里 不 作 任何 讨论 . 


6. 其 他 现象 


黑洞 的 准 正 则 模 (quasi-normal mode) [72-74] feds ut. 3-££" E, (power-law tail) 
[75, 76] 的 研究 在 近 几 年 中 受到 较 多 的 关注 . 它们 有 可 能 成 为 证 认 黑洞 存在 的 “ 指 
FP” (finger print). 
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$1.5 ”黑洞 热力 学 


黑洞 决 非 是 一 种 只 是 永久 地 隐藏 物质 而 毫 无 生气 的 物体 . 由 于 它 具 有 质量 、 
电荷 和 和 角 动量 这 三 个 参量 , 黑洞 是 一 个 动力 学 系统 . 因此 研究 支配 黑洞 演化 的 定 
律 并 与 热力 学 定律 作 上 比较 , 是 有 重要 意义 的 . 


1973 年 Bardeen, Carter 和 Hawking [77] 给 出 了 与 通常 热力 学 定律 极为 相似 的 
黑洞 动力 学 四 定律 , 但 他 们 同时 慎重 地 指出 不 能 把 黑洞 温度 看 作 真 实 的 温度 , 因 
为 黑洞 没有 热 辐射 . 但 是 在 1974 年 Hawking 用 量子 效应 [57] 证 明了 黑洞 的 确 有 辐 
At, 温度 也 是 真实 的 . 因此 人 们 又 称 黑洞 动力 学 定律 为 黑洞 热力 学 定律 [78-82]. 


(1) PERE: 稳 态 黑洞 视界 的 表面 引力 (温度 ) 是 一 个 常数 . 


(2) 第 一 定律 (能 量 守恒 ): 稳 态 黑洞 的 总 质 能 、 总 角 动量 以 及 总 电荷 都 守恒 ， 
在 黑洞 演化 过 程 中 , RE. AEF DAME D EROS yel 21 ABR) HB 
数 而 变化 . 利 一 定律 可 表述 为 Bekenstein-Smarr 微 分 质量 公式 [83, 84]: 


6M = =~ 5A + Q6J + EQ (1.5.1) 
和 积分 关系 式 
M= A +207 4-99. (1.5.2) 


(3) 第 二 定律 : 又 称 为 Hawking 面 积 (不 灭 ) 定 理 , "C WEE US e de M(B) 
不 随时 间 减 少 [85]. 


ó(Spn T SM) > 0, (1.5.3) 
A F SMA ERA 8] abf 8338. 


(4) 第 三 定律 : 又 称 为 Nernst 定 理 , 认为 不 可 能 经 过 有 限 次 操作 把 视界 的 表面 
引力 (湿度 ) 减 小 到 零 . 极端 黑洞 是 表面 引力 为 零 的 黑洞 . 按照 第 三 定律 , 极端 黑洞 
是 自然 界 里 不 可 达到 的 极限 . 因此 , 这 个 定律 是 说 不 能 通过 有 限 步 又 , 把 非 极 端 黑 


dà T EGS-95] 起 源 问题 的 研究 [96-106], 人 们 对 Nernst 定 理 的 理解 存 
有 很 大 争议 [107], 至 少 有 三 派 不 同 的 观点 存在 . 关于 黑洞 糖 的 起 源 与 热力 学 第 三 
定律 , 目前 尚未 有 达成 一 致 的 观点 . 这 两 个 问题 的 研究 是 当前 黑洞 热力 学 中 的 焦 
SR, 其 最 终 解 决 有 可 能 需要 弦 论 来 回答 . 
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黑洞 热力 学 的 四 个 定律 通常 是 针对 外 视界 而 言 的 . 我 们 在 假定 整个 黑洞 时 空 
由 Kerr-Newman 度 规 描述 的 前 提 下 , 将 它们 推广 到 内 视界 上 [108]. 对 于 黑洞 的 内 
视界 表面 , 赵 峥 等 [109-111] 曾 提出 类 似 于 Smarr 质 量 公 式 的 关系 式 , 并 试图 用 以 解 
决 Nernst 定 理 中 出 现 的 矛盾 [107]. 


在 详细 讨论 Hawking 辐 射 理 论 之 前 , 在 下 一 章 中 先 研 究 黑 洞 背 景 上 标量 场 方 
程 的 精确 解 这 个 数学 问题 . 精确 解 的 研究 不 仅 在 数学 上 非常 重要 , 如 果 我 们 一 旦 
获得 了 有 关 它 的 详尽 知识 , 将 对 许多 黑洞 物理 问题 的 研究 有 不 少 益处 . 
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第 二 章 转动 黑洞 背景 上 场 方程 
的 精确 解 


*It ss not possible to write the so- 
lutions to the radial equation in 
terms of known functions, though 
the properties of the solutions have 
been extensively investigated”. 


Birrell & Davies, 1982 


ail 


§2.1 前 


在 数学 物理 以 及 黑洞 物理 学 中 ,研究 各 种 波 方 程 例 如 Kleinp-Gordon 方 程 ， 
Dirac 方 程 和 Maxwel] 方 程 在 一 个 特定 黑洞 背景 上 的 精确 解 具 有 相当 的 重要 性 . 
知道 了 一 些 精 确 解 的 明显 表达 式 无 疑 对 作 下 列 研 究 有 很 大 的 帮助 ; 例如 构 
造 Schwarzschitd 黑 洞 内 部 的 Feynman Green% AK [112], Kerr RA 3 LE 
子 化 [45], 研究 Kerr(-Newman) 黑洞 准 正则 模 [74, 113, 114], + J-Kerr(-Newman)- 
de Sitter E I 4 Bak E [115], 检查 Kerr 黑 洞 与 Kerr-Newman-de Sitter 时 空 的 稳定 
性 [116, 117], 以 及 考察 黑洞 微 扰 [118-121j 和 束 绪 态 [67, 122-131] 等 等 . 长 期 以 来 ， 
人 们 在 一 直 不 懈 地 努力 寻求 精确 解 . 因此 , 简要 地 回顾 关于 量子 场 方程 在 茶 些 已 
知 的 黑洞 时 空 背 景 中 里 精确 解 方面 的 研究 是 非常 有 意义 的 . 


1982 年 Birrell 与 Davies [132]4x 46411 8 ££ 3 3 4E. CF o ng cy 8 € 90 — 
PPH: “HY CHR RK hE 2772 (8.2) 89 Rr), 尽管 其 
解 的 性 质 得 到 了 详尽 考察 ...”( 也 请 见 文献 [133, 134])， 他 们 所 指 的 径 向 方程 
是 Schwarzschild 时 空中 无 质量 的 Klein-Gordon 方 程 分 离 变 量 后 的 径 向 部 分 . 在 此 
之 前 , 黑洞 背景 上 波 方 程 角 向 部 分 的 精确 解 早已 获得 了 大 量 的 研究 , 并 且 被 命名 
为 “ 自 旋 权重 的 角 向 椭 球 波 函 数 ”[135-143]. 但 是 对 于 几乎 所 有 从 事 黑 洞 物理 研究 
的 人 们 来 说 , 其 径 向 部 分 的 精确 解 [47, 49, 144-153] 是 不 知道 的 . 在 1982 年 之 前 , 人 
们 认为 径 向 波 方程 与 已 知 的 数学 物理 微分 方程 无 关 [133, 134]. 


这 种 情况 在 第 二 年 立即 发 生 了 改变 . Blandin, Pons 及 Marcilhacy [154] 证 明了 
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E] EAL E IRR BMT Ash it — 49 E RRMS Heun BHKAFA, 同时 他 们 也 
注意 到 Teukolsky 主 方程 5, 135, 155-158] 的 径 向 部 分 和 角 向 部 分 都 是 一 个 单一 的 
线性 常 微分 方程 的 特殊 形式 . 在 与 Gibbons 的 一 封 私 人 通信 中 , Jensen 和 Candelas 
[159] 获 知 Schwarzschild 时 空中 无 质量 标量 场 方程 的 径 向 部 分 与 合流 Heun 函 数 仅 
宕 一 个 来 子 . 


下 一 个 重要 的 进展 来 自 Leaver 的 工作 [160]. 他 证 明了 Teukolsky 主 方程 [5, 135, 
155-158] 的 径 向 、 角 向 部 分 都 是 同一 类 型 的 方程 , 即 广 义 椭 球 波 方 程 |160-162]. 特 
别 地 , 他 把 广义 椭 球 波 方程 的 解 按 超 几 何 函数 和 合流 超 几 何 函 数 作 了 展开 . 最 近 
我 们 表明 Kerr-Newman 黑 洞 和 Kerr-Sen 黑 洞 背 景 上 有 质量 带电 的 标量 场 方程 的 径 
向 、 角 向 部 分 均 可 以 变换 为 一 个 广义 椭 球 波 方程 [163, 164]. 


最 重要 的 进展 来 自 新 近 的 研究 , 该 项 研究 揭示 广义 Teukolsky 主 方程 , J^ SUB 
球 波 方程 与 Heun 方 程 之 间 的 联系 ，Suzuki, Takasugi 和 Umetsu [165] 研 究 了 Kerr- 
de Sitter 时 空 的 微 扰 , 以 及 Kerr(-Newman)-de Sitter 几 何 中 Teukolsky 主 方程 的 
fe AT RA, 表明 了 广义 Teukolsky 主 方程 实际 上 与 Heun 早 在 1889 年 引入 的 Heun 方 
程 [166, 167] 密 切 相 关 . 他 们 证 明了 当 宇 宙 学 常数 趋 于 零 时 , 广义 椭 球 波 方程 
成 为 合流 Heun 方 程 . 文献 [135-143] 和 [168, 169] 研 究 了 Teukolsky 主 方程 的 解析 解 ， 
转动 黑洞 背景 上 场 的 积分 方程 在 文献 [170] 中 已 得 到 了 考察 , 文献 [171-173] 给 出 
T Heun AKIRITA AE. 


通过 这 些 研究 , 人 们 已 清楚 地 知道 Kerr-Newman-de Sitter 时 空中 的 广义 Teuk- 
olsky 主 方 程 可 以 改写 为 广义 椭 球 波 方程 的 形式 , 后 者 实质 上 就 是 一 个 Heun 方 
f£. 类 似 地 , 可 以 证 明 在 有 宇宙 学 常数 的 一 般 D- 型 真空 背景 ( 即 稳 态 C- 度 规 
解 [27]) 上 的 广义 Teukolsky 方 程 [119-121] 可 以 变换 为 一 个 Heun 方 程 . 此 外 , 需 提 
到 的 是 Couch [174] 的 工作 , 他 在 一 些 特殊 的 条 件 下 把 分 离 变 量 的 径 向 方程 变换 为 
修正 的 Whittaker-Hill 方 程 . 


先前 的 关于 Kerr(-Newman) 时 空中 有 质量 标量 波 方程 的 解 已 在 文献 [175- 
177] 中 作 了 不 同 的 研究 . 在 最 近 的 一 篇 文章 [163] 中 , 我 们 考察 了 Kerr-Newman 黑 
洞 上 背景 上 有 质量 复 标量 场 方程 的 精确 解 . 将 这 个 工作 推广 到 Kerr-Sen 黑洞 背 
景 [16, 17] 上 标量 波 方 程 的 精确 解 [164], 也 是 锐 有 兴趣 的 ， 
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$2.2 Kerr-Newman 黑 洞 背景 上 有 质量 
复 标量 场 方程 的 精确 解 


在 本 节 中 我 们 把 Kerr-Newman 黑 洞 几 何 中 的 协 变 Klein-Gordon 标 量 场 方程 分 
离 变 量 成 为 径 向 和 角 向 两 部 分 . 我 们 发 现 , 在 非 极 端 情 形 , 这 两 个 方程 属于 广义 ( 推 
J) BRR EHR, 然后 用 积分 的 形式 给 出 了 一 般 的 精确 解 , 同时 也 
给 出 了 在 物理 上 有 兴趣 的 几 个 特殊 解 ; 在 极端 情形 , 径 向 方程 可 以 变换 为 广义 
的 Whittaker-Hill 方 程 . 在 非 极端 情形 下 , 我 们 给 出 一 般 解 的 考级 数 蝴 开 式 中 系数 
之 间 的 三 项 递 推 关 系 式 . 另外 , 还 讨论 了 在 这 两 种 情形 下 径 向 方程 之 间 的 联系 . 


82.2.1 引言 


自从 黑洞 的 Hawking 效 应 [57, 178-180] 发 现 以 后 , 人 们 在 多 种 坐标 系 里 用 了 
各 种 不 同 的 方法 , 例如 路 径 积 分 法 [181], 乌龟 坐标 变换 [182, 183] RHF AT E 46 
法 [51, 182] 等 等 , 对 黑洞 蒸发 进行 了 大 量 的 研究 . 在 这 些 方法 之 中 , AJ RS 
标 变换 法 在 讨论 中 应 用 得 非常 广泛 , 它 不 仅 可 以 用 于 静态 、 稳 态 黑洞 的 燕 发 , 而 
且 也 可 以 用 于 动态 黑洞 的 蒸发 , 并 且 取 得 了 很 大 的 成 就 [51]. 但 是 这 一 方法 不 能 给 
出 径 向 方程 的 精确 解 , RT FBR) IK BER REFER AA AG IL DT. | 


Couch [174] 在 菜 些 特殊 条 件 下 通过 把 分 离 变 量 的 径 向 方程 变换 为 修正 
的 Whittaker-Hill 方 程 而 得 到 了 一 系列 的 精确 解 . 但 是 这 些 解 似 乎 与 讨论 黑洞 


广义 椭 球 波 方程 的 解 在 一 定 程度 上 已 有 所 研究 [137, 160-162]. 在 正则 奇 点 附 
it, 作 敌 级 数 展 开 , 可 得 到 系数 之 间 的 三 项 递 推 关系 , 后 者 可 以 用 连 分 数 法 处 理 . 
Leaver [160| 已 证 明 Kerr 几 何 中 的 Teukolsky 主 方程 事实 上 就 是 自 旋 权重 的 广义 桶 
球 波 方 程 . 


显然 获得 径 向 方程 的 一 个 精确 解 非 是 常 重 要 的 , 因为 它 对 于 讨论 黑洞 
的 Hawking 效应 是 至 关 重 要 的 ， 然 而 要 得 到 一 个 精确 解 又 是 非常 困难 的 ， 
这 一 动机 产生 了 文 [163] 中 所 作 的 研究 , 其 主要 目的 是 要 证 明 Kerr-Newman 黑 
洞 (KNBH) 背 景 上 的 有 质量 的 协 变 Klein-Gordon 方 程 在 分 离 变 量 后 的 径 向 部 分 是 
一 个 虚数 阶 的 自 旋 权重 的 广义 椭 球 波 方程 . 下 面 我 们 将 讨论 三 参量 KNBH 几 何 中 
的 有 质量 复 标 量 场 方 程 的 解 . 在 非 极 端 情 形 , 其 分 离 变 量 部 分 的 一 般 解 就 是 自 旋 
权重 的 广义 精 球 波 函 数 [137, 143, 160-162, 175). 我 们 给 出 了 径 向 方程 在 物理 上 有 
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2 
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兴趣 的 某 些 特殊 解 . 在 极端 情形 下 , 对 径 向 方程 的 一 般 解 只 作 了 简单 的 讨论 . 最 后 
我 们 证 明了 极端 情形 下 的 径 向 方程 可 以 由 非 极 端 情形 下 的 径 向 方程 通过 合流 而 得 
到 . 


82.2.2 ”天 lein-Gordon 方 程 的 分 离 变量 与 角 向 方程 的 解 


这 一 小 节 先 处 理 KNB 了 背景 上 无 源 复 标量 场 的 分 离 变量 以 及 角 向 部 分 的 解 ， 
然后 在 非 极端 情形 和 极端 情形 求解 径 向 方程 . 在 把 径 向 方程 化 为 标准 形式 后 , 我 
们 得 到 一 般 解 和 特殊 解 (包括 w = ug = 0 的 情形 ), 并 导出 了 需 级 数 形式 解 的 系数 
之 间 的 三 项 递 推 关 系 式 , 讨论 了 这 两 种 情形 下 径 向 方程 之 间 的 联系 , 另外 在 非 极 
端 情形 下 , 我 们 给 出 了 解 的 积分 关系 式 和 某 些 物 理 上 有 兴趣 的 特殊 解 . 


Æ Boyer-Lindquist 4 4% # (9, 80, 184], Kerr-Newman 黑 洞 的 线 元 和 电磁 势 ]1- 
形式 可 号 为 


2 
d? = S(dt—asin? Ody)? - x(5- dé?) 


. 20 
-到 ladt — (r? + a”) dy)" ， [2:2.1) 
A = = (dt — asin’ Ody) , (2.2.2) 


其 中 事件 视界 函数 A =r? —2Mr +a + Q?, E = r? +a? cos? 0. REM, 电荷 QO 以 
及 比 角 动量 a = J/M 为 描述 KNBH 的 三 个 参量 . 


KNBH 度 规 张 量 的 行列 式 为 g = det(g,,) = —X?sin?0. & iva A M A BR 
足 如 下 协 变 的 Lorentz 规 范 条 件 : 
1 
VanA = Fu(V a9" Av) ESQ (2.2.3) 


在 弯曲 时 空中 , -AAE UW. CE SL det] o E e FESO TEE 
f Klein-Gordonz && (KG): 


(D. + p0)® = 0, (2.2.4) 


式 中 的 d Alembert #0,4KNBH# X LAA 
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1 
28 LCD, 
a 


Ne | 
= =x [(r? + ri + ady + ieQr] + 0,(Ad,) 


4 (a sin 00, 十 


1 | 
一 一 Do) + sstsin 905) } ， 


xg 0 


此 处 规范 协 变 的 微分 算 符 为 Di = 0, — ieA,. 


KG 方程 (2.2.4) 中 的 标量 波 函 数 亚 有 分 离 变 量 形式 的 解 更 {t r, 0, p) = 


e'eme-et. 因此 我 们 有 
1 
A [w(r? + a?) — eQr — ma] ^6 +0, (A0,9) — u$ 
: Mm 42 li , 
— (aw sin 9 一 "m B+ in 59r (Sin 009) = 0. 
该 方程 分 离 变 量 的 结果 为 径 向 部 分 
[w(r? + a?) — eQr — mal? 
0, | A0, R(r)] T (D 
—p2(r? + a?) — A+ 2maw } R(r) = 0 


和 和 角 向 部 分 


2 
sin? T (B83 = w*\a? sin? 6|S(8) ED. 


1 
-gelsin 0055 (0)) + [A = 


其 中 为 一 个 分 离 变量 常数 . 


精确 解 _____ _  _ W A 


(2.2.5) 


R(r)S(8) 


(2.2.6) 


(2.2.7) 


(2.2.8) 


fh yak Spy RAE HR ARH A A68 ME 65 ERR BAL(175, 185], 或 称 


为 Legendre 波 函数 . 4a? (w — u?) = 0 时 , 它们 退化 Legendre 球 函数 . 


4-z = cos6, S(0) = S(x) = (1— 27)" O(z) e, 方程 (2.2.8) 取 下 述 形 式 


(1 — z^)S"(z) — 2zS'(z) + [A — rz 
to (w — p(z? — 1)|S(z) = 0 


(1 — z°)O" (1) — 2(1 + m)zO'(z) + [A — m(m + 1) 
+a?(w? — nya? ~ 1)]@(2) =0, 


(2.2.9) 


(2.2.10) 
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此 处 及 以 后 , RAES (x) = OS (x) Ir FF. 


Fy 1£ (2.2.9) (2.2.10) &*] KAE BAK AH J^ SAB IKK C [137, 143, 160-162, 175] 
S(z) = S7"(c, zx) LRA RAEN = Ame t+ c, c = a (ul—w?). iy = ON, 
Fy AZ(2.2.9) Fa (2.2.10) 3 F È YAH A shy J^ SUM CUR BH AC 4G HIG (s = 0) 
(137, 143, 160-162, 175, 185]: 


(1 — z^)P"(z) — 2z P'(z) + la^w*z?^ — 2awsz 
(m + sz)? 
1 — 2? 


+s +A |P(z)=0 (2.2.11) 


(1 — z^)Q" (x) — 2[s + (1 + m)z]Q'(z) + |A — 2awsz 
—(m — s)(m 4 s +1) + a^w*z^|Q(z) 2 0, (2.2.12) 


AP P(x) = (1— z)int*l2(1 + z)m-:20(z)22x = cos0. 


Haw = 0 时 , 上述 方程 的 解 为 Jacobj 超 球 D- 函 数 [175, 185] DE (x), 或 者 称 
为 自 硫 权重 的 球 谐 函数 [143, 186-192],， 且 具有 本 征 值 为 欠 = (L+ 1) — s(s +1), 


£ = max(]m|, |s|). 

在 一 般 情 形 , 这 些 解 应 为 广义 自 旋 权重 椭 球 波 函 数 [137, 143, 160-162, 175] 
P(z) = P? (cz), c = —a*w?. 在 考虑 到 一 定 的 合理 边界 条 件 后 , 这 些 解 应 成 为 
-FERS AK. 

下 面 我 们 将 假定 所 有 参数 MM，Q@,， a, po, e, MHI RAR, F4E ARG (M? + 
a? 十 @@2) 和 极端 (M2 = a? 十 (82) 两 种 情形 来 讨论 径 向 方程 (2.2.7), 然后 再 讨论 特殊 
情形 (w = ug = 0). 


§2.2.3 ” 非 极端 情形 (M2 关 a2 + Q?) 下 径 向 方程 的 解 
A. fe 关 0 情 形 下 径 向 方程 的 化 简 
在 此 情形 下 , 设 E = M? — a? — Q?, (0 <e < M). 作 变 量 代 换 r = M 十 ez 后 ， 


内 外 视界 分 别 位 于 r+ = M e, (z = +1). BH RRMR(r) = R(z) = (z— 
]lP* 4U2(7 + 1yll P742 F(2) 05, 径 向 方程 (2.2.7) 可 化 为 如 下 标准 形式 .: 


aA. y 1 eu po x. 
(ieee, M Lb; 
Sy) DOCTORAL DISSER FATRY 
PAR ARBRE ASA AM 19 


(z* — DR + 2z R' + [e*(w* — us) (z^ — 1) 
Az + B)? 
+2e(Aw — Myg)z + tls — 2eQMw 


-(Qw-u)2M*-qQ^)-AJR-0, (1<z<oo) (2.2.13) 


(2^ — 1)F" + 26A + (1+ iB)z]F" + [e (w? — pe)(z2 — 1) 
+2e(Aw — M10)z — 2eQMw + (2w? — uz) 2M? — Q?) 
-A+A — B* - iBlF — 0, (1«2«oo) (2.2.14) 


AP A = 2Mw — eQ, eB = w(2M? — Q?) — eQM — ma. 


为 了 研究 方程 (2.2.13) 和 (2.2.14) 的 解 在 区 间 (-1 < z < 1) 的 行为 , 在 作 代 
dz = cosh T = cosh(ir) = cost, 我 们 首先 将 实 轴 了 转动 到 虚 轴 7r = —iT E, 再 
回 到 实 z- 轴 z = cos r.E, 那么 这 两 个 方程 在 区 间 (|z| < 1 内 的 对 应 形式 为 
(1 — z^) — 2zR. + [e (w^ — ug)(z? — 1) 
2 
+2e(Aw — Mue)z 一 T — 2eQMw 


-(29^—u)(2M*-Q»-3]R-0, (| «1) (2.2.15) 


(1 — z*)G" — 2[A + (1 + B)z]G' + fe? (w? — u2)(z? — 1) 
+26(Aw — Mug)z + (2w? — uz)(2M* — Q?) 
-2eQMw —-A4-A^— B*'—B]G-0,  (|z «1) (2.2.16) 


其 中 我 们 作 了 函数 代 换 ; R(z) = (1-2) £1 4 z) "T G(). 


这 样 处 理 的 实质 是 , 我 们 先 将 z 的 域 值 从 实 轴 扩充 到 复 z- 平 面 z — zr dy, 然 
后 在 复 z- 平 面 上 将 其 从 单位 国外 (|z| > 1) 解 析 延 拓 到 单位 园 内 (|z| < 1). 操作 的 结 
有 村 是 仅 导 数 项 改变 了 一 个 负 号 , 而 非 导 数 项 即 方 括号 内 的 项 不 变 号 . 这 个 方法 等 
价 于 , 先 解 方程 (2.2.13)-(2.2.16), 然后 在 复 z- 平 面 上 作 解 析 延 拓 . 


方程 (2.2.13-2.2.14) 和 (2.2.15-2.2.16) 都 是 广义 的 自 旋 权重 的 椭 球 波 方程 [137， 
143, 160-162, 175), 前 两 者 是 虚数 阶 的 , 而 后 两 个 方程 却 是 实数 阶 的 . 前 者 特别 
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适合 于 研究 散射 问题 , 而 后 者 更 方便 于 考察 束缚 态 能 级 .而 且 我 们 可 以 明显 找 
出 散射 幅 的 极点 和 束缚 态 能 级 之 间 的 联系 .实际 上 方程 (2.2.13) 和 (2.2.14) 中 z 的 
取 值 区 域 是 在 T- 轴 上 , 而 方程 (2.2.15)} 和 (2.2.16) 中 的 则 是 在 y- 轴 上. 所 以 这 些 方 
程 可 以 看 作 是 等 价 的 .然而 为 了 讨论 方便 起 见 , 我 们 作 了 一 个 限制 , 让 方 
程 (2.2.13) 和 (2.2.14) 中 的 z 在 1 < z < oÑ RAÄ, 而 让 方程 (2.2.15) 和 (2.2.16) 的 z 
在 |z| < 1 内 取 值 . 


X ug = OM, 假如 Ri(zZ1) 是 方程 (2.2.15) 在 |z| < 1 区 间 的 一 个 解 , 那么 该 方程 
在 |z| > 1 区 间 的 另 一 个 解 Ra(z2) 应 为 
Ri) = (2-1) * (z 41 
十 1 
X C = z) i^ 十 21) 2^. R(z)dz ; (2.2.17) 


一 


|B- Al 
) 2 


此 处 , 我 们 已 假定 w > 0. AY 2:52 (2.2.17)46 AE EW H5(25) ER EF (z, RA 
了 起 来 . 

比较 方程 (2.2.9-2.2.12) 与 (2.2.13-2.2.16), 特别 是 (2.2.11，2.2.12) 与 (2.2.15,2.2. 
16) 我 们 可 以 得 出 这 样 一 个 结论 , 即 分 离 变 量 后 的 径 向 方程 和 角 向 方程 都 是 同一 类 
型 的 常 微 分 方程 一 广义 的 自 旋 权重 的 椭 球 波 方程 [137, 143, 160-162, 175]. 另外 我 
们 发 现 当 jo = 0 时 , e, AP BAAR F-a, —5, 一 m. 在 奇 点 z = £1, oo 处 广义 椭 
球 波 方程 可 以 有 三 对 畦 级 数 解 . 加 上 适当 的 边界 条 件 后 , PRR BH RIERA 
数 展开 可 以 截止 为 多 项 式 解 . 

下 面 我 们 将 仅 研 究 广 义 的 自 旋 权重 的 椭 球 波 方 程 . 对 这 个 方程 感 兴趣 的 读者 
可 以 在 文献 [137, 160-162] 中 找到 更 多 的 信息 . 


B. 径 向 方程 的 一 般 解 (e 0) 

我 们 要 研究 的 标准 的 广义 自 旋 权重 的 椭 球 波 方 程 为 

(1— 27)W"(z) — 2[a + (8 + 1)z]W'(z) 
+[y?(z? — 1) + 20z + A — 8IW(z) =0, (2.2.18) 

其 中 和 为 一 个 重新 定义 的 本 征 值 , HRW (z) ez = £1 处 有 限 , z 的 取 值 域 可 以 是 整 
个 复 z- 平 面 . 

(i) 对 于 径 向 方程 (2.2.16), 有 

a= A,B = B,7 = e'(w — m), ô = €(Aw — Mpg); 


" D" 
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(ii) 对 于 角 向 方程 (2.2.12), 有 


a = s, b = m, Y = a^w^,6 = —asw; 


(iti) 对 于 角 向 方程 (2.2.10), 有 


o — 0,8 =m, Ý — a^ (w^ — u2),0 — 0. 


在 Laplace 变 换 和 参量 a, B, y?, 6, z 变 换 为 一 a, B, y^, 6, 一 z 下 ,方程 (2.2.18) 的 
BAHAR, 即 W(z) = Wa, b, y i 2 满足 下 述 积 分 方程 
十 co 
[etwas 6; z)dz 


I 


ÓÜ i 
W(-, —-B, )  QYy; 一 
or 9 5) 


—ó 一 上 
W(—, —B,y, ay; —), 2.2.19 
ps p, pay 2 ( ) 


W (a, b, Y, 8; 2) = W(-a, P, Y, —ó; —z) 
Too 


一 0 
= ew pod — 02m) 


上 述 公 式 是 方程 (2.2.18) 的 积分 解 ， ea. 一 个 解 , 则 通过 积分 变换 (2.2.19) 
和 (2.2.20) 可 得 到 另 一 个 解 . 显然 在 条 件 a = 6 —0, (y ZO)T, 解 是 对 称 的 , 这 正 是 
MÆ Gii). 这 时 , STARRED HE AER Hips 


现在 我 们 考虑 广义 椭 球 波 函 数 (2.2.18) 在 区 间 一 1 < z < 1 内 的 一 个 震级 数 解 ， 
按照 常 微分 方程 理论 , 我 们 知道 方程 (2.2.18) 有 两 个 正则 奇 点 (z = 土 1) 和 一 个 合流 
非 正 则 奇 点 (z 二 oo). 为 方便 起 见 , 将 方程 (2.2.18) 改写 为 如 下 形式 : 


(1— 272W7(z) ~ 2[a + (b + 1)2]W/ (2) 


-[c'(z^ -1)+2dz+A,-b)W, 20, (-1«z«1) (2.2.21) 


Ai 12(2.2.21)4& EM A Rz = 1 和 z = 一 1 处 的 指标 分 别 为 p_ = 0, 一 (a 十 站 和 pj = 
0,a—b. 当 c,d — OR, Wn(z) 一 定 趋 于 Jacobi 多 项 式 . 


BA, 我 们 引入 一 个 符号 e = Fl, 并 记 两 个 正则 奇 点 为 z — 士 1 = -e 然后 在 
JER A Az 二 一 < 邻 域 作 办 级 数 展 开 
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Walz) = e7 > fal ez)". (2.2.22) 


n-Üü 
Yr E iE GE R] BIBRA 2742 (2.2.21), 可 以 得 到 自 旋 权重 椭 球 波 方程 (2.2.21) 在 
正则 奇 点 处 需 级 数 展开 式 中 系数 之 间 的 三 项 递 推 关 系 


(14- b — ea)fi + [Ao + 2ac — b — 2e(bc + c + d)] fo — 0, 


—n(n+1+ 2b 4- 4ec)] fn + 4e(nc + bc + d)fn-1 = 0. (2.2.23) 


重新 定义 系数 


An = Ant 2ac— b —2e(bc -- c - d) — n(n -- 1 4- 2b -- 4ec), 
B, = (n-cl)(n-c1-6-— ea), 
4e[(n + b)c +d] 


> 
| 


E, 首 项 和 第 m 项 递 推 关 系 可 写 为 


Bofi + Aofo — 0, 
Ba fast + Anfa + Chfa-170.. (n2 1) (2.2.24) 


三 项 递 推 关 系 (2.2.24) 可 以 用 连 分 数 法 [137, 160-162] 或 矩阵 法 [161, 162] 处 理 , 因 
为 我 们 可 以 将 4。， 五 和 Cn 排列 成 一 个 广义 Jacobi 三 角 ( 准 对 角 ) 的 带 状 矩阵 方 
程 (2.2.21) 也 可 以 用 Jacobi 多 项 式 作 展 开 , 得 到 类 似 的 三 项 递 推 关系 , 但 是 那里 的 
系数 4 B,ÁeC, 将 比 这 里 的 要 复杂 得 多 ， 


同一 奇 点 处 的 另 一 个 正则 的 震级 数 解 易 由 Frobenius 方 法 得 到 , AL KTH. 
非 正则 解 可 以 通过 类 似 于 方程 (2.2.19) 和 (2.2.20) 的 积分 与 这 些 正则 解 联系 起 来 . 

AT RW, (z) fez = 土 1 处 有 限 ， 需 级 数 作 (2 必须 项 断 为 多 项 式 ， 且 ga、p、c 
和 d 可 为 整数 或 半 整 数 . 在 一 般 情形 下 , 自 旋 权重 的 广义 椭 球 波 方程 的 解 为 超越 函 
数 [137, 160-162], 即 合流 Heun 函 数 [167]. 关于 本 征 值 Na 和 权重 因子 (1 一 z)s+%(1 + 
z), Wa(z) = Wn(a,b,c,d;z) 是 正 交 的 , 可 构成 一 组 正 交 完备 函数 集 . 因此 我 们 
有 


f "a - z)"**(1 + 2) ^WAAWj(z)dz = bmn - (2.2.25) 


1 
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精确 解 S 


在 无 穷 远 处 , EWA AG UE IG AW, (z) — e*t", (z too, y > 0). 这 
4 Minkowskil] Z € Kerr-Newman,£ 35] $3 2 3t Wr "z X — 3X 83. 因此 , 入 射 波 和 出 射 
波 在 无 穷 远 处 可 以 取 平 面 波形 式 . 


C. 径 向 方程 的 特殊 解 (e £ 0) 


这 里 我 们 基于 讨论 的 方程 (2.2.15) 即 为 


(1 — 2?) R"(z) ~ 2zR'(2) + [y* (2? — 1) + 262 — PIT 


(25^ — yo)(2M? — Q?) -2eQMw —A|R(z) 20, (lz| «1) (2.2.26) 


其 中 
y!-st'(w-u, d=e(Aw—Mys), o-A-2Mu-eQ, 


eB = cB =w(2M* — Q^) — eQM — ma,. 


情形 工 Hy =5=0 时 ,有 三 种 情况 : 

(1) w = typ = eQ/M #0, (œ # 0); (2)w = uo = eQ/M = 0, (o = 0[ 这 个 
情形 可 看 作 前 一 个 的 特例 ];，(3) w = jo = 0, EQM Z 0, (a $0). 

情形 (1) 和 (3) 中 的 解 为 Jacobi 超 球 函 数 R(z) = PTR- (7). 而 情形 (2) 的 解 退 
化 为 Legendre 函 数 R(z) = PP(z)3 Q8 (2). 

情形 II: 4 My = 0, w £4 08R6/(ew) = att, 这 一 情形 已 为 Leaver [160] 详 细 地 

情形 III: 当 a = 6 = 00.y HF OM, 2:32 (2.2.26) A RRAZ A185), HAA 
HER A 5) 3E R(z) = SPL (v, z). 

显然 , 所 有 这 些 解 均 为 一 般 解 Bt)(y,6;z) = (1— z) 6*9? (1 + z)0-972 
Wala, B, y,6; z) 的 特殊 情形 . 

情形 I 中 的 解 在 物理 上 对 黑洞 蒸发 特别 重要 , 因为 散射 截面 、 定 态 能 级 以 及 黑 


洞 辐射 的 发 射 系数 等 等 , 可 以 在 理论 上 通过 Jacobi 多 项 式 作 解析 计算 得 到 . 而 且 在 
这 个 情形 , 可 能 存在 特殊 的 对 称 性 . 
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82.2.4 极端 情形 (M2 = a? 4+ Q?) 下 径 向 方程 的 解 


4 -—— T — a's a =. B * Á rim (ear 
d: e E tt Bo A CE m -万 AE H]AA A N 


在 极端 KNBH 情 形 (e = 0) 下 ,我 们 作 代 换 r = M(1 + x), 则 事件 视界 位 于 一 个 
ŽA (ry = M) 即 x = 0. 因此 径 向 方程 (2.2.7) 可 以 变换 为 下 述 合流 方程 : 


z? R"(z) + 2z R'(z) + [(w? — u$) M^? + 2(Aw — Mu) Mz 
+(A+ =) + (22^ — )(2M*^ — Q?) —2eQMw — A] R(x) 20, (2.2.27) 
其 中 A = 2Mw — eQ, MB = Be = w(2M? — Q?) — eQM — ma. 


定义 C = M*(w* — po), D = M(Aw ~ M18), Ae = (29? — i$) ( 2M? — Q?) — 
2eQMw — A+ A? — 1/4, HE RARE = è$, R(z) = R(E) = e MPH (LB, F 
12 (2.2.27) 3t 4& A J^ 3 Whittaker-HillZ 2 (GWHE): 


H"(€) - V? [Ces 十 2Dei + 2ABe™E + Bee- 十 Ae] H (E) —0. (2.2.28) 


GWHE 的 解 可 形式 上 写 为 
Toc 
H() - >》 ge^, n=0,+1,+2,.…. (2.2.29) 


把 (2.2.29) 代 入 方程 (2.2.28) 后 将 得 到 系数 之 间 的 五 项 递 推 关 系 . NER(E)ST YA X E 
期 为 4r/E 的 函数 按 周期 的 奇偶 性 , 有 四 套 周 期 解 存在 . 方程 (2.2.27) 有 二 个 合流 
IFERN Ap ae = 0, oo, 它 可 化 为 双 合 流 Heun 方 程 [167]. 根据 z 为 正 数 或 负数 ,其 解 
在 视界 rh = 0 (x =0) 处 的 行为 依赖 于 已 (E) 在 上 一 士 ioo 处 的 行为 . 


§2.2.5” 非 极端 情形 与 极端 情形 下 径 向 方程 之 间 的 关系 


在 这 一 小 节 中 我 们 将 证 明 极端 情形 下 的 径 向 方程 (2.2.27) 是 非 极 端 情形 下 径 
向 方程 (2.2.13) 的 合流 形式 . 


在 方程 (2.2.13) 中 作 代 换 E = Me, ez = z, ez = Mz, B = eB, (0 < e < 1) Æ, 
我 们 有 


r=M+ez=M(1+2), Az=e?(z?-1)=M?(z? -ee), 


A-2Mw-eQ, ¢B=MB=.u(2M? — Q?) —eQM — ma. 
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在 非 极端 情形 下 的 方程 (2.2.13) 等 价 于 下 述 形式 


0, [(z? — Jð R(z)] + [M (w? — ug) (z? — e) + 2M(Aw — Mud)z 
(Az + B)* 
NE 

方程 (2.2.30) 有 二 个 正则 奇 点 Z = te, (z = +1), 分 别 位 于 内 外 视界 r+ = M + 
e = M(1xe).E, 3i —3EiER] A Metz = co 处 . 在 取 极 限 e 5 0, 2? - 一 22 后 ， 
非 极 端 情形 下 的 方程 (2.2.30) 趋 于 极端 情形 时 的 方程 (2.2.27). 后 者 有 两 个 合流 非 
正则 次 点 Z = 0, 00. Hehe 一 0 时 ,极端 情形 下 位 于 视界 rm = Mi AEGE RI E 
点 Z 一 0 正 是 由 非 极端 情形 的 两 个 正则 奇 点 zZ = efor = -6 合流 到 z = 0 的 结果 . 


十 


+ (2w 一 HA)(2M — Q’) — 2eQMw — A] R(z) = 0. (2.2.30) 


82.2.6 小 结 


前 面 的 工作 主要 是 将 无 源 带 电 的 有 质量 的 Klein-Gordon 标 量 场 方程 分 离 变 量 
为 角 向 和 径 向 部 分 , 两 者 都 是 自 旋 权重 的 广义 椭 球 波 方程 . 在 非 极 端 情形 , 我 们 给 
出 了 一 般 解 的 项 级 数 展开 式 和 积分 形式 , 也 给 出 了 径 向 方程 在 物理 上 有 趣 的 几 个 
特殊 解 . 这 些 解 可 正 交 归 一 化 为 一 套 完备 函数 组 . 此 外 它们 在 无 穷 远 处 的 渐 近 行 
为 与 平面 波 一 致 . 基于 这 些 正 交 函数 或 正 交 多 项 式 , 我 们 可 以 按 复 标量 场 的 波 函 
数 去 展开 Kerr-Newman 黑 洞 背景 上 的 Klein-Gordon 量子 场 . 在 极端 情形 , 径 向 方 
程 可 化 为 修正 的 Whittaker-Hill 方 程 . 在 这 两 种 情形 下 , 我 们 可 作 罕 级 数 展开 以 获 
得 系数 之 间 的 递 推 关 系 式 . 


基于 这 一 节 的 工作 , 在 第 四 章 中 将 讨论 了 Hawking 过 程 中 的 量子 守恒 律 和 黑 
洞 热力 学 定律 的 可 能 推广 [108, 193]. 我 们 预期 Kerr-Newman 几 何 中 的 Dirac 方 程 
的 分 离 变 量 部 分 可 能 也 可 以 化 为 广义 椭 球 祝 程 的 形式 , 后 来 严格 证 明 它们 可 以 化 
为 Bocher 方 程 ， SERA tu 工作 以 后 再 着 手 进 行 . 


92.3 ”Kerr-Sen 几 何 中 有 质量 复 标 量 场 方 程 的 精确 解 


本 节 证 明了 Kerr-Sen 几 何 中 有 质量 复 标量 场 方程 分 离 变 量 后 的 径 向 部 分 满 
AT ARREZ A, 事实 上 后 者 就 是 合流 Heun 方 程 . Kerr-Sen 解 [16] 是 低能 有 效 
弦 场 论 中 的 一 个 从 Kerr 解 生成 的 转动 带电 的 黑洞 解 . 文献 [194] 利用 检测 粒子 
的 Hamilton-Jacobi 方 程 讨论 了 这 个 扭曲 的 Kerr 黑 洞 的 热力 学 性 质 . 本 节 的 目的 是 
要 寻找 有 上 质量 带电 的 标量 波 方 程 的 一 些 精确 解 . 首先 我 们 将 Kerr-Sen 黑 洞 背景 上 


me 皇上 学 位 论文 
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的 有 质量 带电 标量 场 方 程 分 离 变量 成 为 径 向 部 分 和 角 向 部 分 [164], 然后 将 径 向 部 
分 变换 成 广义 椭 球 波 方程 , 并 将 其 与 合流 Heun 方程 [167] 联 系 起 来 . 


82.3.1 ”Kerr-Sen 黑 洞 背 录 上 Klein-Gordon 方程 的 分 离 变 量 


Kerr-Sen 解 是 从 电 中 性 转动 (Kerr) 黑 洞 解 通过 扭曲 (twist) 程 序 构造 而 来 的 , 它 
是 低能 有 效 异 质 ( 杂 化 ) 弦 论 的 一 个 精确 的 四 维 黑洞 解 . 采用 Boyer-Lindquist 坐 标 
系 ， Kerr-Sen 度 规 在 Einstein 基 中 可 改写 为 


2 
d? = S(dt~asin® dp)? — x( T + doP) 


_ sin 29 
2. 


HPA = or? 2(b— M)r +a = (r — rj)(r - r.), E = r? + 2br + a? cos? 0, 
T. = M —bte, Me= J/(M — b)? — a?. 电磁 失势 的 1- 形 式 精确 地 选 为 [194] 

A= eT (dt — asin? 6d) . (2.3.2) 

这 个 度 规 描述 一 个 质量 为 M, 电荷 为 @, 角 动 量 为 J = Ma 和 磁 偶 极 和 天 为 io = 

Qa 的 黑洞. 扭曲 参数 pb 通过 关系 式 = Q?/(2M) = M tanh?(a/2) 与 Sen 引 入 的 

—— € 因为 M >b>O0r=rAk—-*EF Rr < 0 内 的 新 的 奇 


X. Kerr-Sen 黑 洞 的 事件 视界 位 于 r = 7 处， 扭曲 Kerr 解 的 约 化 外 视界 面积 
RN = 2Mr.,. 


我 们 现在 者 虑 Kerr-Sen 黑 洞 背 景 上 有 质量 带电 的 检测 标量 场 方程 的 解 . 质量 
为 Lo、 电荷 为 e 的 复 标量 场 理 在 这 样 的 时 空中 满足 下 述 Klein-Gordon(KG) 方 程 


= [(r? + 2br + a7)O, + a0, + ieQr] ® + 0,(A0,®) 


ladt — (X + o? sin 20)dop] ， (2.3.1) 


l l f 1 
tag o9 in 005) + (asin 00, + 20v) "b= MED. (2.3.3) 
KGF 4244 iK BH HRA TIE REK (7,0, p) = R(r)S(9)ei(me-9n, 
其 分 离 变 量 后 的 径 向 部 分 和 角 向 部 分 如 下 
-— 
+ [A 


ð [sin 60,5(8)] + [A ~ —7 + (up — w’)a? sin? 0]S(0) =0, — (2.3.4) 


K (r) 


9,[A0. R(r)] + | —— A — (T? + 2br + a?) — à + 2maw] R(r)=0, (2.3.5) 


式 中 人 为 一 分 离 变 量 常数 , K(r)=w(r? + br + a?) ~ eQr — ma. 


y 
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角 向 方程 (2.3.4) 的 一 般 解 S40(ka,0) 为 自 旋 权重 s = 0 的 常 椭 球 角 向 波 函 
数 [185], 而 径 向 方程 (2.3.5) 可 化 为 


(Ar — ma)? 
A 


0,{(Ad,R(r)] + | +k*A+2Dr—A|R(r) 20, (2.3.6) 


其 中 已 令 4 = 2Mw — eQ, D = Aw 一 Mp2, k = Vw? — u2 (不 妨 假 定 w > w). A 
后 面 的 讨论 方便 起 见 , 我 们 也 记 eB= A(M — b) — ma, 15] AW, = (A+ B)/2. 


方程 (2.3.6) 有 两 个 正则 奇 点 r 二 re, 其 指标 分 别 为 士 ]V Le HW... 在 内 外 视 
界 处 , 486) d SAC R(r) JU A ETÀ 
要 +iWy 
R(r) ~ { : " AA | W 5 Ai (2.3.7) 
ERIE R(r) = (r—r,) (A* E) (pp (4-B2 F (r), 可 把 R(7) 满 足 的 方程 (2.3.6) 
变 成 一 个 下 (7) 满足 的 虚 的 自 旋 权 重 为 i4、 推 动 权 重 为 iB 的 修正 的 广义 桶 球 波 方 
程 [163]. 


AGF (r) + 2[icB + (1 -- iA)(r — M +b) F(r) 
+{k?A + 2Dr iA — A|]F(r) 2 0. (2.3.8) 


方程 (2.3.8) 在 两 个 奇 点 r 一 rt 的 指标 分 别 为 pi = 0, —23W 和 p_ = 0, 一 2iW_. 
因此 , 在 每 一 点 有 两 个 线性 独立 的 解 . 无 穷 远 处 是 方程 (2.3.6) 或 (2.3.8) 的 一 个 
SEEM A A. 函数 RR(r) 和 FF(7) 在 无 穷 远 处 具有 渐 近 形式 etitr， 方程 (2.3.8) 的 形式 
与 Kerr-Newman 几 何 中 有 质量 复 标量 波 方程 的 径 向 方程 相似 [163], ( 当 po = 0 时 ) 其 
解 称 为 广义 椭 球 波 函 数 [160]. 有 趣 的 是 , 当 w = tu = eQ/M( 即 上 = 万 =0) 时 , & 
BLE (r) 的 一 个 特 解 满足 虚 指 标的 Jacobi 方 程 . 


82.3.2. J SU Si S4 5 Heun2 ££ 


在 这 一 小 节 中 , 我 们 将 证 明 虚 数 阶 的 广 叉 椭 球 波 方 程 (2.3.8) 事 实 上 是 Heun 
方程 的 一 个 合流 形式 [167]. 为 此 , 作 坐 标 变换 r = M — b ez 并 把 R(7) = (z 一 
1)(4*B)2(7 十 1)《4~B)/2F(z) 代 入 方程 (2.3.6), 则 我 们 可 以 化 它 为 下 列 广义 椭 球 波 
方程 的 标准 形式 [163, 167]: 


(2? — 1) R"(z) + 2z R'(z) + | (ek)? (2? — 1) + 2Dez 
n (Az + BP 


22 一 1 


+ 2D(M — b) - AL R(z) = 0 (2.3.9) 
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(2? — 1) F"(z) + 2B + (1 + zA)z] F"(z) + [(ek)?(2? — 1) 
+2Dez+2D(M — b) - iA — A]JF(z) 20, (2.3.10) 


其 中 一 报表 示 对 其 变量 的 导数 


在 反射 5 一 —kT, BRAS IRR BRE (zl) AA. 不 失 一 般 性 , 我 们 
4-F(z) = e***G(z), 把 方程 (2.3.10) 变 为 


(z^ — 1)G"(z) + 2B + (1 + iA)z + iek(z? — 1)]G'(z) + [2iek(1 + iA 
-iD/k)z — 2ekB --iA--2D(M — b) — JG(z) 20. — (2.3.11) 


通过 变量 代 换 z = 1—2z, HA Ar = ral = 1) 和 r = r_(z = 一 1) 分 别 安排 
Ag = 0 和 7 = 1, 则 可 以 化 方程 (2.3.11) 为 Heun 方程 的 一 个 合流 形式 [154, 167] 
7, T 0 oafz-—Hh u 
G"(z) + (B+ oa mE G (x) + oe 1^ e =0, (2.3.12) 


N Py = 14+ 20Wa, 6 = 14+ 2W_, B = dick, o = —(1 + iA) 4+iD/k, h = 
A — 2ick — iA + dekW, — 2Dr,. 


合流 Heun 方 程 (2.3.12) 的 辅助 参数 为 h, iR EXP AGER] Hz = 0,1 的 指标 分 
别 为 (0,1 一 和 (0,1 — 0). 在 无 穷 远 处 , 它 还 有 一 个 非 正 则 奇 点 . AF Ar 二 0 的 邻 
域 , 方程 (2.3.12) 6 RABAT EH 


G(a, B, Yô, h; z) = > Gn" ， (2.3.13) 


n=O) 


其 系数 gn 满足 三 项 递 推 关 系 [154, 167] 


go-1, g=-h/y, 
(n + 1)(n  y)9n.i — B(n —14+@)Gn-1 
= [n(n-—1—B+74+6)—Algn. (2.3.14) 


KAFET = 0 处 指标 为 1 一 的 解 . 通过 交换 正则 奇 点 Z 三 0 和 T = 1: r> 
1 一 Z 的 线性 变换 可 得 到 奇 点 z = 1 邻 域 的 其 级 数 解 . 在 文献 [113, 167] 中 , > 
流 Heun 方 程 的 解 按 超 几 何 函 数 和 合流 超 几 何 函 数 作 了 展开 . SiRHeun BRKT VA 
归 一 化 并 构成 一 组 正 交 完备 函数 集 [167]. 需 注 意 的 是 , 当 参 数 取 一 些 特殊 值 时 合 
流 Heun 方 程 也 可 以 容许 有 准 多 项 式 解 [154, 167]. 从 三 项 递 推 关系 可 以 推 知 , 如 果 


fs n^ di. = i. Ege CET 

em EE ie i 
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a=-N, #% N>0, = gnail(h)=0, (2.3.15) 


RIG (a, b 7,6, h; z)& —-4 $ RAR. EXP gu AhHN+1KS RK, 换 而 言 之 ， 
hig N 十 1 个 本 征 值 h; 满足 方程 : 


82.3.3 “小结 


这 一 节 证 明了 对 Kerr-Newman 黑 洞 背 最 上 标量 波 方 程 的 分 离 变 量 处 理 [163] 完 
全 可 以 应 用 于 扭曲 的 Kerr 解 . 分 离 变 量 后 的 径 向 部 分 可 化 为 广义 椭 球 波 方 程 ,后 者 
事实 上 是 Heun 方 程 的 合流 形式 . 基于 本 节 的 工作 , 在 第 四 章 中 用 Damour-Ruffini- 
Sannan 方 法 考察 Kerr-Sen 黑洞 背景 上 标量 粒子 的 了 awking 辐 射 [164], 表明 在 量子 
热效应 方面 , Kerr-Sen 黑 洞 与 Kerr-Newman 黑 洞 有 完全 相似 的 特征 . 
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第 三 章 MARL 概论 


“It 1s often said that nothing can es- 
cape from a black hole. But in 1974, 
Stephen Hawking realized that, ow- 
ing to quantum effect, black holes 
should emit particles with a ther- 
mal distribution of energies — as 1f 
the black hole had a temperature in- 
versely proportional to its mass". 


Nature, lookingback... 


19742-Hawking [57, 180, 195] 做 出 了 划 时 划 的 发 现 , 他 考察 了 一 颗 塌 缩 星 正 
在 形成 黑洞 时 的 量子 效应 , 表明 黑洞 象 一 个 黑体 一 样 具有 以 温度 了 = Kf (20) es 
的 热 辐 射 或 蒸发 . 这 一 重要 理论 的 发 现 不 仅 解 决 了 黑洞 热力 学 中 存在 的 矛盾 ,而 
且 深 入 地 揭露 了 量子 力学 、 热 力 池 与 广义 相对 论 之 间 的 内 在 联系 . 以 后 人 们 进 一 
FER, FERPA BA, 而 且 永 久 黑 洞 以 及 任何 一 个 具有 未 来 视界 的 静 
态 或 稳 态 时 空 都 具有 完全 相同 的 Hawking 效 应 . 


83.1 Hawking 辐 射 发 现 的 历史 背 录 


二 十 世纪 七 十 年 代 初 提出 的 黑洞 “无 毛 ? 定 理 指出 形成 黑洞 的 物质 会 失去 绝 大 
部 分 信息 , 洞 外 无 穷 远 处 的 观测 者 只 能 知道 黑洞 的 质量 、 电 荷 和 角 动 量 这 三 根 “ 毛 ， 
发 ". 另 一 方面 , 黑洞 物理 学 的 经 典 观 点 认为 没有 任何 物质 包括 光 ( 辐 射 ) 能 够 远离 
黑洞 , 黑洞 是 黑 的 , 是 一 个 “ 单 向 膜 ", 只 许 物质 流 进而 不 许 出 来 . 黑洞 吸收 所 有 种 
类 的 辐射 而 不 反射 , 这 一 点 与 黑体 类 似 .“ 不 反射 辐射 "和 “信息 丧失 ”这 两 点 暗示 
了 黑洞 可 能 而 且 应 该 具有 热 性 质 , FUR RR JR 


1971 年 Hawking 证 明了 面积 定理 、1972 年 Bekenstein [83] 和 Smarr [84] 给 出 了 

黑洞 质量 公式 的 积分 关系 式 和 微分 关系 式 . 利用 Einstein 方程 , 可 以 证 明 稳 态 黑 洞 

的 表面 引力 是 常数 . Penrose 的 宇宙 监督 假设 禁止 极端 黑洞 (表面 引力 为 零 ) 的 形成 ， 
即 不 能 通过 有 限 次 操作 将 黑洞 的 表面 引力 降低 到 零 . 


Bekenstein-Smarr 质 量 公式 非常 类 似 于 转动 物体 的 热力 学 第 一 定律 表达 式 . 
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d DUE EEG S) AR dg RAWT A 71838, 如 果 把 黑洞 的 表面 引力 视 为 温度 , WS 
洞 正好 可 以 视 为 一 个 热力 学 系统 . 1973 年 Bardeen-Carter-Hawking [77](BCH) 严 
格 证 明了 黑洞 动力 学 四 个 定律 . 最 初 人 们 认为 把 黑洞 的 这 些 力学 性 质 看 成 热力 学 
定律 只 是 形式 上 的 类 似 , 没有 实际 意义 . BCH 当 年 谨慎 地 把 黑洞 的 四 条 性 质 称 为 
力学 定律 , 而 不 是 热力 学 定律 . 他 们 上告 诚 说 , 黑洞 的 “温度 ”不 能 认为 是 真实 的 , 因 
为 黑洞 不 发 射 任何 物质 , 而 有 温度 的 物体 应 该 发 射 热 辐 射 . 


在 热力 学 中 , 一 个 系统 的 状态 一 般 可 以 用 两 个 基本 参量 : BR FORK 4, 
KC EMEA ARARA Bo Ri. 类 似 地 , 黑洞 动力 学 状态 也 由 两 个 参 
量 表 征 , 一 个 是 黑洞 的 面积 ; 另 一 个 是 表面 引力 . 由 于 稳 态 黑洞 只 依赖 于 质量 、 
电荷 和 角 动 量 这 三 个 套 量 , 黑洞 的 表面 引力 也 就 可 以 表示 为 这 三 个 参量 的 函数 . 
Hawking 的 面积 定理 揭示 了 黑洞 面积 与 热力 学 系统 的 炉 之 间 的 密切 联系 . 经 典 观 
点 认为 黑洞 是 一 座 禁止 一 切 物 质 和 辐射 ( 即 一 切 信息 ) 逃 逸 的 监狱 ; 另 一 方面 , 黑洞 
外 部 观测 者 除 知 道 质量 、 电 荷 和 角 动 量 外 , 对 黑洞 内 部 性 质 一 无 所 知 . 这 就 是 说 
此 洞 知 叭 了 一 切 信 息 , A AVE JUR, mde X E AGRIS ER, 量度 一 个 系统 
的 信息 的 丢失 . 炉 也 量度 对 应 着 一 个 给 定 状态 的 所 有 可 能 内 部 微观 态 的 总 数 . 


1972 年 Bekenstein [83] 进 一 步 加 强 了 黑洞 面积 和 上 炉 的 相似 性 , 肯定 了 黑洞 具有 
3. 对 这 个 粒 值 的 计 芷 结果 表明 它 确实 与 黑洞 表面 积 成 正比 . 黑洞 的 面积 对 应 于 
不 可 约 质 量 , 面积 定理 要 求 在 黑洞 动力 学 过 程 中 不 可 约 质量 是 不 可 减少 的 . 这 一 
点 与 粹 增加 原理 是 一 致 的 . Bekenstein 进 一 步 说 明了 视界 面积 4 确实 是 热力 学 意义 
Tfj, PPR MBS TA RIED: ? 
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对 应 地 , 黑洞 的 温度 本 与 表面 引力 k 成 正比 


K 


这 就 引出 了 一 个 尖锐 的 问题 , 因为 任何 温度 为 了 的 热力 学 体系 必定 伴随 着 相 
应 于 温度 了 的 黑体 辐射 , 但 是 经 典 黑 油 的 基本 性 质 是 不 可 能 有 任何 物质 或 辐射 从 
视界 之 内 出 来 . 因此 这 是 广义 相对 论 与 统计 热力 学 之 间 的 一 个 尖锐 矛盾 . 

Hawking 对 Bekenstein 的 大 胆 观点 持 反 对 意见 , 他 黄 至 认为 Bekenstein 小 用 了 
他 的 面积 定理 . 除 Bekenstein 的 导师 Wheeler 外 ,几乎 所 有 知名 黑洞 物理 学 家 都 站 


“ 注 : 3X * 4 X88 JBBekenstein-HawkingJBi (JLT J&). 需 区 分 清楚 几 种 不 同 的 黑洞 炉 概 念 : 几 
qp. 3x7) FA 3 I I (entanglement entropy) 等 等 . 
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在 Hawking 一 边 , 但 是 勇敢 的 Bekenstein 仍 然 不 服 . 为 了 证 明 Bekenstein 的 观点 是 
错误 的 , 于 是 Hawking 做 了 具体 计算 , 得 到 的 结果 完全 出 乎 他 的 意料 . 最 初 他 以 为 
HERRAT, 经 反复 检查 后 , 他 不 得 不 接受 这 个 结果 , HLE Nature (自然 ) 杂 志 
上 发 表 了 他 的 惊人 预言 [57], 这 无 疑 是 一 个 爆炸 性 的 事件 . 


于 是 在 1974 年 里 在 黑洞 专家 中 间 流 传 着 这 样 一 句 话 “ 胡 一 个 名 叫 Hawking 的 
EBA RIT BAKA”. Hawkingi H HAW, 黑洞 的 燕 发 辐射 具有 黑体 的 所 有 
特征 , 这 结果 使 黑洞 热力 学 完全 自 洽 , 解决 了 广义 相对 论 与 热力 学 之 间 的 矛盾 . 


Hawking 证 明了 如 果 考 虑 量子 效 上 应， 黑洞 确实 存在 由 温度 所 标志 的 辐射 . 
Hawking 的 计算 虽 是 对 Schwarzschild 黑 洞 进行 的 , 对 于 一 般 的 Kerr-Newman 黑 洞 ， 
结论 也 同样 成 立 . 


那么 Hawking 的 发 现 的 惊人 之 处 又 在 哪里 ? 初 看 起 来 黑洞 向 外 蒸发 粒子 是 令 
人 图 总 的 , 这 种 行为 是 与 黑洞 禁止 任何 物质 远离 视界 这 一 “经 典 ”" 概 念 完 全 对 立 的 . 
从 Christodoulou [55] 对 黑洞 质 能 的 划分 可 以 知道 , 在 原则 上 可 以 通过 动力 学 方法 
从 带电 或 转动 的 黑洞 提取 能 量 , 使 黑洞 的 电荷 和 和 角 动 量 减 少 到 零 ,使 带电 或 转动 的 
激发 态 黑 洞 退 化 为 基态 的 Schwarzschild 黑 洞 . 再 向 基态 黑洞 提取 能 量 已 不 可 能 , 因 
此 Schwarzschild 黑洞 又 被 称 为 死亡 的 黑洞 . 在 黑洞 演化 过 程 中 , 不 可 约 质 量 不 可 
减少 , 上 述 提取 转动 能 和 电磁 能 量 的 过 程 并 不 违反 面积 定理 . 另 一 方面 . Zeldovich 
[41, 42], Starobinsky [43], Unruh [45] 等 证 明 , 在 带电 或 转动 黑洞 的 视界 附近 一 定 
会 有 粒子 的 自发 产生 , 而 且 粒 子 产生 的 效应 将 使 黑洞 退 激发 为 基态 的 黑洞 . 但 是 
这 种 粒子 的 发 射 ( 非 热 辐射 ) 仍 然 发 生 在 视界 之 外 . 对 于 基态 的 Schwarzschild 黑 润 ， 
人 们 预期 没有 粒子 产生 , 不 可 能 完全 蒸发 (Schwarzschild 黑 油 没 有 非 热 辐 射 是 理 
论 早 已 证 明了 的 ). — 4 “ik MR” Schwarzschild 39) A APIS H 48 Fo 38 AB 
联系 的 不 可 约 质 量 能 量 . 按照 经 典 热 力学 第 二 定律 , BRR EM ODE. 
而 Hawking 的 计算 表明 不 论 是 激发 态 的 还 是 基态 的 黑洞 都 向 外 发 射 粒子 , 即 黑洞 
必定 会 蒸发 掉 其 质量 和 能 量 . 显然 Hawking 蒸 发 违反 面积 定理 , 与 "经典" 的 黑洞 热 
力学 第 二 定律 是 相 了 矛盾 , 而 解决 这 个 矛盾 的 方案 来 自 Bekensteina 的 推广 了 的 热力 
学 第 二 定律 [85, 196]. 因此 , Hawking 关 于 黑洞 量子 蒸发 的 发 现 消除 了 热力 学 中 的 
不 一 致 , 证 明 最 初 关 于 黑洞 的 热力 学 图 像 是 完全 不 正确 的 , 而 这 个 图 像 的 “经 典 ? 式 
描述 , 严格 说 来 是 不 自 洽 的 [197]. 


按照 热力 学 定律 , 所 有 具有 一 定 温度 并 沉浸 在 一 种 较 冷 介质 中 的 物体 , 必定 
会 发 出 辐射 而 损失 能 量 . 在 交换 能 量 过 程 中 , 物体 的 粹 减少 而 周围 介 质 的 炉 增 加 ， 
但 整个 系统 的 总 炉 必 定 增加 . 假设 把 黑洞 放 在 一 个 浴池 里 , 如 果 黑 洞 温 度 (表面 引 
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力 ) 比 浴池 的 低 , 它 将 吸收 能 量 并 增加 自己 的 炉 ( 面 积 ); 但 是 如 果 黑 洞 温度 高 我 
们 就 不 得 不 承认 黑洞 应 当 把 能 量 和 粹 交 给 浴池 , 而 这 与 “经 典 " 的 黑洞 热力 学 第 二 
定律 (面积 定理 ) 是 矛盾 的 . 


Hawking 辐 射 的 发 现 正好 消除 了 这 个 不 一 致 . 由 于 量子 力学 效应 , 黑洞 即使 处 
于 基态 也 能 发 射 粒 子 或 辐射 . OT RARE, Ede GR), MADR 
增加 , 黑洞 加 环境 构成 的 整个 系统 的 总 精 仍 然 增 大 , 因而 推广 的 热力 学 第 二 定律 
仍然 能 被 遵守 [85, 196]. 


$3.2 ”Hawking 辐 射 产生 的 物理 机 制 


Hawking 过 程 是 一 种 半 经 典 的 量子 效应 . 可 以 用 几 种 不 同 的 方式 来 描绘 黑洞 
的 蒸发 ,它们 相应 于 以 不 同 的 方法 建立 黑洞 弯曲 时 空 的 量子 场 论 , 然而 几乎 所 有 
约 方法 部 认为 真空 涨 落 是 向 外 辐射 的 最 终 源 泉 f7]. Hawking 辐 射 可 以 用 粒子 概念 
加 以 解释 , 也 可 以 用 波动 的 思想 来 描述 ; 既 可 以 用 量子 力学 观点 加 以 说 明 , 又 可 以 
在 量子 场 论 的 框架 中 得 到 阅 释 . 


首先 , Hawking 辐 射 可 以 用 量子 力学 中 的 隧道 效应 来 加 以 解释 . 


从 黑洞 内 部 来 看 , 视界 起 着 无 限 高 势 全 的 作用 . 但 是 量子 力学 提供 了 穿 过 任 
何 一 种 势 笃 的 可 能 性 , 即使 是 没有 足够 的 能 量 . 这 种 现象 称 为 隧道 效应 , 是 测 不 准 
原理 的 直接 推论 . 经 典 地 讲 , 粒子 从 黑洞 逃离 是 被 禁 戒 的 , 但 是 测 不 准 原理 允许 粒 
子 在 一 定时 间 间 隔 里 从 黑洞 “借贷 "一 定量 的 能 量 , 这 是 因为 在 一 个 很 短 的 时 间 间 
隔 里 能 量 会 有 一 定 的 涨 落 . 如 果 黑 洞 的 尺度 与 基本 粒子 的 de Broglie 波 长 相 比拟 ， 
能 量 的 “跃迁 ?可 能 足以 使 粒子 运动 一 段 大 于 视界 半径 的 距离 , 其 结果 就 是 粒子 通 
过 量子 隧道 效应 逃 出 黑洞 , 而 黑洞 损失 能 量 . 

其 次 ,黑洞 蒸发 还 可 以 由 量子 场 论 中 的 真空 极 化 来 作出 一 种 等 价 的 解释 . 

在 量子 力学 里 , 真空 是 一 种 能 量 最 低 的 状态 . 由 于 质量 与 能 量 的 等 价 性 , 时 间 
和 能 量 的 测 不 准 关 系 多 许 真空 不 空 . 真空 中 的 能 量 涨 落 可 以 导致 粒子 产生 , 即 在 
真空 中 不 断 产 生 正 反 虚 粒子 对 . 不 过 这 个 虚 过 程 十 分 短暂 , 产生 的 正 反 粒子 对 又 
ARR IER, 恢复 为 真空 态 . 所 以 虚 粒 子 对 产生 和 淫 灭 的 过 程 是 极为 短暂 的 . 

真空 中 不 停 地 、 大 量 地 发 生 着 真空 涨 落 , 由 于 能 量 涨 落 而 躁动 的 量子 真空 一 
“Dirac 海 " 中 遍布 着 自发 出 现 而 又 很 快 治 灭 的 正 反 粒子 对 .如果 加 上 外 场 的 作用 ， 
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那么 真空 就 会 被 极 化 . 量子 电动 力学 中 预言 的 粒子 由 于 真空 极 化 而 自发 地 产生 是 
已 由 实验 证 实 的 现象 . 在 黑洞 之 外 邻近 视界 处 的 量子 真空 也 会 被 黑洞 强大 的 引力 
场所 极 化 . 


图 3 ”黑洞 视界 附近 的 真空 涨 落叶 致 Hawking 辐 射 


现在 我 们 用 真空 涨 落 来 解释 Schwarzschild 黑 洞 的 热 辐 射 . 考虑 黑洞 外 部 邻近 
视界 处 的 真空 涨 落 , 由 于 真空 被 引力 场 极 化 , 虚 粒 子 对 中 的 一 个 落 入 黑洞 , 另 一 个 
飞 向 远 处 . 正 是 这 种 虚 粒 子 对 实 化 的 过 程 导 致 了 黑洞 热 辐射 的 产生 . 


黑洞 内 部 的 单 向 膜 区 允许 负 能 实 粒 子 存在 , 而 在 黑洞 外 部 的 通常 真空 中 不 允 
许 负 能 实 粒 子 存在 . 虚 粒 子 对 中 的 负 能 粒子 落 进 黑洞 后 , 将 顺 着 时 间 方 向 穿 过 单 
向 膜 区 到 达 奇 点 , 使 那里 的 质量 减少 , 而 留 在 视界 外 的 正 能 粒子 实 化 后 飞 向 远方 . 
在 黑洞 外 部 无 穷 远 处 的 观测 者 看 来 , 黑洞 在 发 出 粒子 流 , 即 黑洞 在 蒸发 ， 向 他 辐射 
Tt. 


这 种 过 程 也 可 以 等 价 地 理解 为 : 一 个 正 能 粒子 送 着 时 间 方 向 从 奇 点 穿 过 单 向 
膜 区 到 达 黑 洞 表 面 , 在 那里 被 散射 , 然后 再 顺 时 飞 向 远 处 . 这 就 是 黑洞 热 辐射 粒子 
的 机 制 . 这 种 粒子 发 射 机 制 并 不 依赖 于 粒子 的 种 类 , 因此 黑洞 会 产生 所 有 类 型 的 
辐射 (粒子 和 波 ). 


Hawking 用 量子 场 论 方法 严格 证 明了 这 种 辐射 的 能 谱 是 黑体 辐射 谱 , 其 温度 


AT = KK/(2r)， 黑 洞 的 蒸发 辐射 具有 黑体 的 所 有 特征 , 它 赋予 了 黑洞 一 个 真实 的 
由 表面 引力 来 给 定 的 温度 , 这 个 结果 使 得 黑洞 热力 学 完全 自 洽 . Hawking 的 计算 
是 针对 Schwarzschild 黑 洞 进行 , 但 对 于 其 它 类 型 的 黑洞 , Hawking 的 结论 也 仍然 成 
3L. 在 1974 年 至 1975 年 间 , 人 们 用 几 个 完全 不 同 的 方法 导出 了 Hawking 效 应 , 支持 
了 Hawking 的 论断 [7]. 


Hawking 过 程 提供 了 从 黑洞 提取 能 量 的 另 一 种 机 制 . 黑洞 的 转动 能 和 电磁 能 
可 以 由 经 典 的 和 量子 的 两 种 过 程 来 提取 . 带电 和 转动 黑洞 由 于 超 辐 射 过 程 而 退 激 
化 为 基态 黑洞 . 在 基态 黑洞 情形 , WTR EMA, Schwarzschild 黑 洞 的 不 可 约 质 
量 会 自动 地 燕 发 掉 . 


由 于 黑洞 燕 发 是 一 种 量子 现象 , 只 对 微 黑洞 才 特 别 有 意 义 , 有 可 能 在 早期 宇 
宙 的 演化 中 发 挥 一 定 的 作用 . 越 小 的 黑洞 , 其 温度 就 越 高 . Hawking 预 期 黑洞 藻 发 
的 最 后 阶段 有 三 种 可 能 结局 , 其 中 的 一 种 可 能 是 表现 为 剧烈 的 ?射线 爆发 [57]. 


要 洞 蒸 发 的 了 最 后 结局 尚 不 得 而 知 , 随 着 黑洞 的 不 断 蒸 发 ,质量 不 断 减少 而 
温度 越 来 越 高 , 黑洞 本 身 也 越 来 越 表 现 得 象 一 个 “基本 粒子 ”"， 当 黑洞 半 经 减少 
到 Planck 长 度 (10- 吕 厘米 ) 时 , 时 空 几 何 自 身 的 涨 落 变 得 越 来 越 重 要 ,而 广义 相对 论 
和 量子 力学 在 Planck 尺 度 已 完全 失效 , 只 有 量子 引力 理论 才能 揭示 微 黑洞 的 最 后 
命运 . 但 是 就 目前 的 理论 而 言 , 还 没有 建立 一 个 完全 的 量子 引力 理论 , 现 有 的 量子 
引力 (广义 相对 论 量 子 化 ) 理 论 已 经 被 证 明 是 不 可 重 整 化 的 . 所 以 人 们 近年 来 寄 希 
望 于 弦 论 去 解决 黑洞 辐射 的 端点 和 奇 性 问题 . 超 弦 理论 有 可 能 揭示 大 爆炸 (宇宙 的 
开始 和 终结 ) 和 黑洞 命运 (Hawking 辐 射 的 终点 ) 的 秘密 . 


§3.3 ”了 寺 出 Hawking 辐 射 的 不 同方 法 


自 Hawking 发 现 了 黑洞 蒸发 以 后 , 关于 黑洞 热 辐 射 的 理论 研究 , 已 发 表 了 大 量 
的 文章 .由 于 文献 众多 , 不 可 能 列举 所 有 已 知 的 推导 Hawking 辐 射 的 各 种 不 同方 
法 . 在 本 节 中 我 们 将 简要 介绍 几 种 比较 有 代表 性 的 方案 , 包括 Hawking 的 原创 性 工 
作 . 


e 引力 缩 法 : Hawking [57] 在 证 明 处 于 圳 缩 之 中 的 Schwarzschild 黑 洞 会 发 
射 热 辐射 的 过 程 中 , 用 到 了 Bogoliubov 变 换 , 解析 延 拓 和 几何 光学 近似 . 对 标量 场 
入 射 波 和 出 射 波 的 正 负 频 解 分 别 构造 了 一 组 正 交 完备 基 , 相应 地 定义 了 两 个 不 等 
价 的 真空 态 , 再 由 Bogoliubov 变 换 求 出 正 负 频 混合 系数 . 在 计算 混 频 系数 时 通过 下 
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半 复 w- 平 面 作 了 解析 延 拓 . 


两 宕 不 等 价 真 空 出 现 了 正 负 频 混 横 是 产生 粒子 的 关键 . 引力 场 可 看 作 平 直 时 
空 背 系 上 通过 绝热 过 程 施 加 的 外 场 , 根据 等 效 原理 , 黑洞 引力 场 的 作用 与 一 个 ( 作 
加 速 运动 的 ) 非 惯性 系 等 效 . 按照 这 个 观点 , 引力 场 中 粒子 产生 与 Unruh [60] 导出 
的 Unruh-Rindler 效 应 等 价 . 


o 温度 ( 热 )Green 和 函数 法 : Gibbons 和 Perry [198] 通 过 作 Kruskal 变 换 把 Sch- 
warzschildht 2 Æ 4 Kruskal 时 空 , RAAB le = EI SR RAG, Ava Kruskal 
标 T 和 民 都 是 虚 时 间 7 的 周期 为 2n/k = 8rM 的 周期 函数 ，Kruskal 时 空中 的 ( 堆 
温 )Feynman 传播 子 欧 氏 化 后 也 成 为 T 的 周期 函数 , 而 虚 时 周期 性 是 温度 Green 兄 
数 具 有 的 特征 . 于 是 Kruskal 时 空中 的 零 温 传播 子 变 成 了 Schwarzschild 时 空中 温 
FLAT = k/(27) = (BnM) $5: Green Hk T. 这 表明 Schwarzschild 黑 洞 与 外 
RA RAT 的 热平衡 , 即 黑洞 有 温度 为 了 的 热 辐射 . 时 空 的 虚 时 周期 性 是 时 
致 Hawking 效 应 的 几何 根源 . 


与 上 述 Hawking 的 方法 不 同 , AGren tA ERRER mam, 但 要 假定 黑 
洞 与 外 界 处 于 热平衡 . 这 个 方法 可 进一步 发 展 为 生成 泛 函 法 [199]. 


e 路 径 积 分 方法 : Hartle 和 Hawking |181] 考 虑 复 化 后 的 Schwarzschild 时 空 ， 
在 复 刀 平面 对 Feynman 传 播 子 作 解析 延 拓 , 要 求 时 间 t 的 虚 部 具有 2r/k = 8rM 的 
周期 . 这 相当 于 要 求 将 时 空 点 (t,7,0,g) 与 (t + 2in/&,7,0, yp) FA. 对 于 Kerr- 
Newmani} Z, 则 将 点 (t,7,0,y) Ja (t + 2im/,r,0,q + 2iQ/k) 等 同 ， 他 们 首次 引 
入 了 Hartle-Hawking 真 空 态 的 概念 . 


e 欧 氏 作用 量 积 分 法 Gibbonsf-Hawking [200] 通 过 选择 合适 的 参考 流 形 
计算 复 化 ( 欧 氏 化 ) 后 时 空 的 引力 作用 量 和 配 分 函数 . 这 个 方法 用 途 很 广 , 并 不 仅 限 
于 黑洞 事件 视界 型 时 空 , 对 de-Sitter 时 空 也 可 应 用 [200]. 


e 二 次 量 于 化 方法 : Boulware [201]| 研 究 了 Schwarzschild 时 空中 标量 场 
和 Dirac 场 的 二 次 量子 化 , 定义 了 Boulware 真 空 态 . Unruh [45] 对 Kerr 时 空中 无 质 
量 标量 场 和 中 微 子 场 作 了 相应 的 处 理 . Unruh [45], Ford [202], 以 及 Iyer 和 Kumar 
[203] 等 用 这 个 方案 讨论 了 Kerr 黑 洞 中 的 Hawking 辐 射 . 


© 重 整 化 能 动 张 量 法 [132]:” 这 个 方法 计算 能 量 张 量 的 平均 值 , 然后 作 重 束 


化 ( 减 除 方案 ), 但 要 选 定 某 种 特定 的 真空 态 作 具 体 计 算 , 从 视界 外 穿 过 视界 进入 黑 
洞 的 负 能 流 , 等 于 无 穷 远 处 Hawking 辐 射流 的 负 值 , 它 与 Hawking 辐 射 引 起 的 黑洞 
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质量 损失 平衡 . 这 个 方法 被 认为 是 证 明 Hawking 辐 射 的 最 严格 方法 , 但 计算 过 于 复 
杂 , 应 用 于 球 对 称 黑洞 (包括 动态 情形 ) 较 为 理想 , 可 用 于 考查 反作用 效应 . 


e 等 效 原理 法 : 从 第 一 原理 的 角度 探讨 黑洞 辐射 的 本 质 , 实际 上 是 应 用 引 
力 与 加 速 参照 系 等 效 的 观点 . 寓 曲 时 空 量子 场 论 [81, 132] 已 经 一 般 性 地 证 明了 , 在 
平 直 空间 里 作 加 速 运动 的 探测 器 将 探测 到 “真空 粒子 ”, 等 效 于 在 弯曲 空间 中 作 惯 
性 ( 测 地 ) 运 动 的 探测 器 将 探测 到 热 粒子 流 . Unruh [60] 的 研究 建立 了 Hawking 效 应 
与 Rindler-Unruh 效应 的 等 价 性 . Unruh 的 结果 表明 真空 和 粒子 的 概念 是 相对 的 ， 
依赖 于 观测 者 . 另外 , Unruh 也 引入 了 一 种 真空 的 概念 , 称 为 Unruh 真 空 . 


在 平 直 时 空中 一 个 匀 加 速 观测 者 不 可 能 “经 典 ” 地 获得 来 自 一 个 遗 远 时 空 区域 
的 信息 , 因为 那个 区 域 发 出 的 辐射 不 能 到 达 , 对 他 而 言 那 部 分 时 空 区 域 隐藏 在 一 
个 视界 之 后 . 如 果 考 虑 真空 中 的 量子 涨 落 , 就 可 以 得 出 加 速 (等 效 于 一 个 均匀 引力 
场 ) 会 使 真空 极 化 的 结论 , 那么 该 观测 者 携带 的 粒子 探测 器 将 测 到 一 种 黑体 辐射 形 
式 的 “量子 噪声 ”， 黑体 温度 正比 于 其 加 速度 . 从 加 速 的 观点 来 看 , 视界 就 像 高 温 的 
膜 [ 耻 ,而 视界 的 热 膜 发 射 的 粒子 就 是 Hawking 蒸 发 的 粒子 ， 


Punsly [204] 利 用 等 效 原理 分 析 了 Schwarzschild 黑 洞 和 Kerr 黑 洞 的 Hawking 3 
发 ,比较 了 自由 落体 的 惯性 观测 者 的 结论 和 静止 于 视界 上 方 (实际 上 在 加 速 ) 的 观 
测 者 的 结论 . Punsly 的 文章 是 针对 不 太 熟 悉 黑 洞 辐射 的 理论 粒子 物理 学 家 、 天 体 
物理 学 家 和 相对 论 专家 而 写 的 . 更 通俗 的 解释 见 Thorne 的 科普 书 [7]. 


e DRS 法 : Damour4-Ruffini [182] 采 用 的 方法 是 对 空间 ( 径 向 ) 坐 标 作 解 析 
延 拓 ， 这 个 方法 要 求 存在 一 个 未 来 视界 , 解析 延 拓 要 求 能 量 w 为 实 的 、 正 定 
的 [205]. 经 过 Sannan [206] 的 改进 和 赵 峥 [51] 在 动态 黑洞 中 的 推广 , 这 个 方法 成 为 
研究 一 般 黑洞 辐射 (Hawking 辐 射 和 非 热 辐射 ) 非 党 有 效 的 工具 . 本 文 在 他 们 工作 
的 基础 上 进一步 发 展 和 完善 这 个 方法 , 使 之 成 为 一 个 比较 完整 的 理论 体系 , 我 们 
的 主要 工作 是 对 动态 黑洞 进行 的 , 详 见 后 面 章 节 中 的 讨论 . 

这 个 方案 的 物理 意义 是 , 定义 在 连通 复 时 空 流 形 上 的 纯 态 波 函数 在 被 视界 分 
割 开 的 实时 空中 呈现 为 混合 态 波 函数 , 并 表现 出 热 性 质 , 原因 是 视界 阻 断 了 信息 
的 交流 . 

e RIPE]: ”DRS 方法 得 到 黑洞 热 辐射 的 黑体 谱 的 关键 在 于 , 粒子 动力 
学 方程 一 定 能 在 视界 附近 利用 乌龟 坐标 化 成 标准 形式 的 波动 方程 : 


[or + (w — wy) |w(r.) = 0. (3.3.1) 
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粒子 波 方 程 之 所 以 能 化 成 上 式 的 原因 在 于 , 所 用 的 乌龟 坐标 变换 能 使 时 空 在 视界 
附近 显 式 共 形 于 二 维 Minkowski 时 空 : 


ds? = dt? — dr?. (3.3.2) 


反之 ,假定 在 乌龟 坐标 变换 下 , 在 任何 视界 附近 二 维 时 空 都 显 式 共 形 
TMinkowski 时 空 , 则 粒子 动力 学 场 方程 都 一 定 能 化 成 波动 方程 的 标准 形式 . 
由 此 , 不 仅 可 以 得 到 黑洞 的 出 射 谱 , 还 能 确定 黑洞 视界 的 位 置 和 温度 . 这 个 方法 不 
仅 可 以 用 于 稳 态 时 空 [207], 还 可 以 推广 到 一 般 的 动态 时 空中 的 黑洞 [208, 209]. 4] 
如 在 Kerr-Newman 黑 洞 中 引入 乌龟 坐标 变换 


1 r— TH 
T =r+ >In ae (3.3.3) 


其 中 7 为 视界 位 置 ,为 视界 表面 引力 , 它们 均 为 待定 常数 . 


要 求 Klein-Gordon 方 程 或 Dirac 方 程 在 作 乌 龟 坐 标 变换 后 在 视界 r 二 rH 附近 化 
成 方程 (3.3.1) 的 标准 形式 . 由 要 求 认 z 项 的 系数 (0/0- 型 不 定式 ) 在 r > ryt BFL, 
可 得 到 视界 面 方程 :AT = 725,-2Mrg a^ tQ? = 0, Pry = Mk M? — Q? — a?ffe 
表面 引力 krr = (ru M)/(ri--a?), RAZREDE REVY = R(r.)O(0)eie-99 6 
化 成 标准 形式 : 

8? 

EX 
APO = a/(rz +e), On = Qru/(rz + aà2)27 31 AAI 6] A i ER FL 
的 电势 . 再 采用 DRS 方 法 中 的 解析 延 拓 技术 就 可 以 证 明 Kerr-Newman 黑洞 有 热 谱 


1 
(Nu) = mn en EY 
温度 为 了 = Ky/(27) 的 热 辐射 


可 见 从 要 求 Klein-Gordon 方 程 或 Dirac 方 程 在 视界 附近 化 成 波动 方程 的 标 
准 形式 出 发 , 可 以 自动 定 出 黑洞 的 视界 位 置 和 温度 , 并 时 出 热 辐 射 谱 . 不 难 验 
证 ， 当 采用 上 述 变 换 以 及 ry 和 kj 的 值 时 , 二 维 时 空 在 视界 附近 确实 显 式 共 形 
于 Minkowski 时 空 (3.3.2). 


e 共 形 平 直 法 [51]: 把 上 述 方 法 只 应 用 于 时 空 的 度 规 而 不 是 用 于 粒子 动力 
学 方程 , 也 可 以 得 出 视界 位 置 和 Hawking 温 度 , 但 得 不 到 热 谱 . 这 两 个 方法 奏效 的 
根本 原因 是 时 空 在 乌龟 坐标 变换 下 的 共 形 不 变性 , 而 且 黑 洞 的 Hawking 温 度 也 具 
有 共 形 不 变性 [210]. 换 而 言 之 , 共 形 因 子 不 影响 表面 引力 和 Hawking 效 应 . 这 个 方 


+ (w — mn — e®y)?| R(r.) = 0， (3.3.4) 


(3.3.5) 
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法 可 以 看 作 是 由 前 一 个 方法 派生 出 来 的 , 即 从 要 求 乌龟 坐标 变换 下 的 二 维 时 空 线 
元 显 式 共 形 于 二 维 Minkowski 时 空 出 发 ,来 出 视界 位 置 和 温度 . 这 两 种 方法 均 可 推 
广 到 一 般 动 态 黑洞 时 空 [208, 209]. 


e 其它 方 法 : 其 它 如 密度 矩阵 法 [2], 以 及 Bogoliubov 变 换 法 [2, 211 TUS 
二 次 量子 化 方法 (Unruh 方 案 ) 结 合 使 用 等 等 新近 的 研究 如 复 路 径 方法 [212]， 
Parikh-Wilczek 法 [213] 以 及 文献 [214, 21 四 在 形式 上 稍 有 不 同 地 强调 了 模 的 解析 性 
和 作用 量 在 视界 上 有 虚 的 贡献 项 . Rosu [216] 则 在 散射 图 象 里 讨论 了 黑洞 热效应 . 
Hawking 效 应 与 高 频 截 止 无 关 见 文献 [217-219]. 


§3.4 Hawking 辐 射 的 本 质 特 征 


现 有 的 文献 提供 了 众多 的 推导 Hawking 辐 射 的 方法 , 它们 强调 了 Hawking 过 
程 的 不 同 特征 , 有 些 则 作 了 显著 不 同 的 物理 假设 . 根据 已 有 的 研究 结果 , 黑洞 
的 Hawking 辐射 是 一 个 半径 典 的 量子 效应 ,其 背后 的 基本 物理 是 [220]: 


PP Hawking A £35 Hh E 3C, 仅 依 赖 于 存在 一 个 Lorentz 度 规 加 上 某 种 非 退 化 
的 祝 界 ; Hawking 辐 射 与 Einstein 方程 的 有 效 性 无 关 ， 


Hawking-Unruh 效 应 不 是 动力 学 效应 , 不 依赖 于 Einstein 方程 , 与 时 空 度 规 的 
具体 形式 无 关 . 它 实际 上 是 一 种 “边界 ?效应 , 决定 于 坐标 系 的 选择 或 者 作为 时 
a e 的 视界 的 存在 . Hawking 效 应 可 以 视 为 引力 场 的 量子 热效应 , Unruh 效 应 
可 以 看 作为 惯性 的 量子 热效应 . 表面 引力 实际 上 就 是 加 速度 , 惯性 力 与 引力 都 能 
使 涨 落 的 真空 极 化 , 导致 粒子 的 自发 产生 . 因此 Hawking 效 应 与 Unruh 效 应 是 同一 
现象 的 两 个 方面 , 是 等 效 原理 的 不 同体 现 . 


不 用 量子 理论 , Hawking 过 程 的 数学 可 以 经 典 地 描述 为 从 黑洞 散射 出 并 在 
晚期 到 达 无 穷 远 处 的 一 个 指数 增长 的 波 模 的 Fourier 变 换 . 用 这 样 的 经 典 语言 完 
全 能 解释 黑洞 辐射 , 表明 Hawking 辐 射 与 存在 事件 视界 之 间 有 密切 联系 .因此 ， 
Hawking 蒸 发 的 经 典 实质 为 它 在 数学 是 完全 经 典 的 [221]. 
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$83.5 ”了 awking 辐 射 的 可 能 实验 检验 


自 Hawking 效 应 发 现 以 后 , 经 过 28 年 的 研究 , 在 理论 上 人 们 不 再 怀疑 它 的 正确 
性 了 , 但 是 实验 上 至 今 尚未 对 这 个 理论 给 予 验证 . 正如 Hawking 自 己 曾 讲 过 的 , 如 
末 这 个 理论 得 到 了 实验 验证 , 那么 他 肯定 会 获得 Nobel 物 理学 奖 . 


Hawking 有 最 初 提 出 黑洞 蒸发 时 , 预言 了 黑洞 菊 发 有 三 种 可 能 结局 . 其 中 的 一 种 
可 能 是 黑洞 在 剧烈 的 ?射线 爆发 中 消亡 . 有 人 试图 用 这 种 可 能 来 解释 天 体 物 理学 
上 观测 到 的 7 射线 爆 , 但 是 解释 ?爆发 也 有 许多 其 它 的 可 能 机 制 . 因此 这 种 观点 有 
很 大 的 不 确定 性 , 而 对 ? 爆 的 解释 目前 也 没有 定论 . 


基于 天 体 物 理学 上 的 大 质量 黑洞 的 Hawking 温 度 其 低 , 而 早期 宇宙 形成 的 环 
境 在 地 球 上 又 不 具备 模拟 的 条 件 , 因此 有 人 认为 Hawking 效 应 也 许 永 远 也 不 能 
观测 到 [222]. 


尽管 如 此 , 最 近 Dimopoulos 和 Landsberg [223] 提 出 在 加 速 器 (LHC) 的 Tev 能 标 
上 产生 了 微型 黑洞 的 可 能 性 . 他 们 认为 微 黑 洞 衷 变 为 硬 光 子 和 带电 轻 子 是 低 背 景 
下 的 一 个 干净 信号 , 在 一 个 Tev 能 标 上 , LHC 每 秒 可 产生 一 个 微 黑洞 . 由 此 可 检验 
高 维 Hawking 辐 射 理论 , 新 的 高 维 数 和 量子 引力 的 能 标 . 


根据 广义 相对 论 (引力 ) 的 类 似 模型 [224-226], 现在 已 具备 了 在 凝聚 态 物 质 的 
类 似 系统 中 利用 当前 的 和 计划 中 的 技术 在 实验 室 里 用 实验 来 检验 Hawking 效 应 的 
可 能 性 . 人 们 据 此 提出 了 一 些 实验 检验 Hawking 效 应 的 方案 . 但 所 有 的 根据 类 似 
引力 模型 建议 的 对 Hawking 辐 射 的 实验 检验 都 仅仅 只 是 探测 黑洞 物理 的 运动 学 方 
$220]. 


Sakagami 和 Ohashi [227] 建 议 了 一 个 实验 模型 , 利用 Laval 管 嘴 模 拟 黑 洞 时 空 
在 声学 视界 附近 有 Hawking 辐 射 的 声学 类 似 波 , 而 这 个 出 射 波 功率 谱 呈 Planck 分 
Ap. 他 们 提出 可 以 通过 模拟 Hawking 辐 射 并 观测 这 个 谱 分 布 来 间接 验证 Hawking 的 
理论 . 

Barcelo, Liberat4-Visser [228] 进 一 步 改 进 了 上 述 模 型 , 采用 两 个 “串联 ” 
的 Laval 管 嘴 , 在 其 中 产生 准 一 维 的 Bose-Einstein 凝 聚 的 超声 速 流 . 通过 这 样 的 
设计 , 他 们 期 望 Hawking 辐 射 能 够 在 上 述 装置 中 发 生 , 根据 现 有 的 实验 技术 水 平 ， 
用 这 种 方法 来 检验 Hawking 辐 射 理论 是 很 有 前 途 的 . 因此 我 们 可 以 乐观 地 认为 在 
不 久 的 将 来 用 实验 间接 来 探测 Hawking 效 应 已 有 现实 的 可 能 性 了 . 
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第 章 BA aS EB lu] 的 Hawking 辐 射 
一 DRS 方 法 


“Note that this approach only re- 
quires the extstence of a future hori- 
zon and is totally independent of 
any dynamical details of the process 
leading to the formation of this hort- 
zon.” 


T. Damour & R. Ruffini, 1976 


本 章 比 较 详 细 地 介绍 Damour-Ruffni-Sannan(DRS) 方 法 [182, 206], 因为 本 文 
的 主旨 就 是 要 进一步 发 展 这 一 方法 ,用 于 探讨 动态 黑洞 的 Hawking 辐 射 . 


84.1  Damour-Ruflini-Sannan7 ;X 


1976 年 Damour 和 Ruffini [182] 采 用 复 r- 坐 标 解析 延 拓 法 证 明了 Hawking 辐 射 . 
他 们 的 方法 不 用 二 次 量子 化 , 仅 用 弯曲 时 空 背 景 上 的 相对 论 量 子 力学 就 可 以 证 明 
黑洞 存在 热 辐 射 . 这 个 方法 要 求 黑 洞 具有 一 个 未 米 视 界 . E MartellinifeTreves 
[20 引 进一步 论证 了 这 个 方法 , 表明 波 函 数 解析 延 拓 的 假设 应 作为 一 个 独立 的 要 求 ， 
因为 解析 延 拓 的 存在 依赖 于 能 量 w 是 实 的 、 正 定 的 , MAR MHS PPR 
能 从 一 般 原理 中 推导 出 来 . 


DRS 方 法 在 证 明 中 不 要 求 黑 洞 与 外 界 存在 热平衡 , 也 没有 明显 考虑 黑洞 的 夫 
缩 形成 . 所 以 这 种 方法 可 用 于 一 切 事件 视界 . 1988 年 Sannan [206] 对 这 一 方法 作 了 
进一步 改进 , 使 之 不 仅 可 以 适用 于 Bose 子 情形 , 而 且 可 以 适用 于 Fermi 场 情形 . 


由 于 Damour-Rufni-Sannan(DRS) 法 是 对 黑洞 表面 各 点 的 辐射 逐 点 进行 研 
究 , 因此 它 原 则 上 可 用 于 探讨 表面 各 点 温度 不 同 的 黑洞 , 例如 动态 黑洞 的 Hawking 
辐射 [51]. 下 面 以 Schwarzschild 黑 洞 为 例 来 介绍 DRS 方 法 . 
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§4.1.1 Klein-Gordon2 € 


采用 号 差 (十 ,一 ,一 ,一 ) 后 , Schwarzschild ht & 44 £& 76 A [229]: 
2 
ds? = Sat? — ^ dr? — r^ (d8? + sin? Ody’) , (4.1.1) 


其 中 和 =r? 一 2Mr, 事件 视界 位 于 rr = 2M. 


ARMM EP, 描述 自 旋 为 零 、 质 量 为 1 的 标量 粒子 的 动力 学 方程 为 Klein- 
Gordon 方 程 : (O + uj). = 0， 在 Schwarzschild 时 空 (4.1.1) 中 , 该 方程 可 明显 写 
为 

I 
op — por |® =0. (4.1.2) 


由 于 时 空 (4.1.1) 的 球 对 称 性 , BMY 2-35 H 


4 
[8.AB ~ 5a? + 0j + cot 00, + 


® = R(r)Y4,(0)es0ne79 ， (4.1.3) 


A Pw, £, mm 分 别 为 粒子 的 能 量 、 衣 动量 量子 数 和 磁 量 子 数 , rn( 人 为 缔 合 Legendre 

函数 . 把 (4.1.3) 式 代入 方程 (4.1.2) 可 得 径 向 方程 

wrt 

p os 
Schwarzschild $ Mi Fry = 2M, 而 黑洞 热 辐射 的 粒子 沿 径 向 运动 , 所 以 

我 们 只 对 径 向 方程 在 rp = 2M 处 的 渐 近 行为 感 兴趣 . 可 以 引入 乌龟 (tortoise) 坐 标 

变换 


[Ad + 2(r — M)d, + &(€+1) — per | R(r) =0. (4.1.4) 


r—2M r? 
T, 二 7 二 2M ln 23 A dr-— Adr. (4.1.5) 
此 变换 的 特点 是 把 视界 推 到 坐标 无 穷 远 处 ， 
Zr—»rg = 2M 时 ， r,— —oo; 当 7 一 十 co 时 ， 7, 一 一 00. 


在 乌龟 坐标 变换 下 , 方程 (4.1.4) 在 视界 表面 附近 化 成 波动 方程 

e 
[ra 
容易 看 出 径 向 方程 在 无 穷 远 处 (7 一 +oo) 也 能 化 成 普通 的 波动 方程 , 只 不 过 是 其 
中 多 了 一 个 负 的 平方 质量 项 (一 网) 而 已 . 方程 (4.1.6) 的 一 般 解 为 


t «^| R(r.) = 0. (4.1.6) 


R(r.) ~ e, (4.1.7) 


By, Dor LOR ALOR TTE 
ey RÄ x 38 & Hawking ,辐射 一 DRS 方 法 


在 黑洞 视界 外 部 , 则 存在 一 个 有 效 势 , 相当 于 黑洞 视界 附近 的 一 个 势 鱼 , 它 对 
tdi ER DE T AL HM, 会 有 反射 和 透射 . 这 在 外 部 无 穷 远 处 的 观测 者 看 米 ， 
黑洞 不 是 完全 的 黑体 ,而 是 一 个 既 吸 收 又 反射 的 “ 灰 体 ". 不 过 这 个 势 急 与 黑洞 的 
基本 属性 无 关 , 黑洞 实质 上 还 是 一 个 黑体 . 


84.1.2 Dirac) 


AEM SY, 描述 自 旋 为 1/2、 质 量 为 lo 的 旋 量 糙 子 的 动力 学 方程 由 Dirac 方 
程 描述 . 在 Newman-Penrose(NP) 表 述 [230-242] 中 , 其 旋 量 形式 [2, 5, 20, 51, 243] 为 


(D 4 €— p)Fi + (+f — a)F = ipgGi/V2, 

(A+ p — y)F» + (6 4- B — 7h = insGo/ V2, 

(D + é — p')G; — (6+ * — o*)G, = ipoF)/ 2, 

(A + u* -YG — (6 + B* — 7')Ga = ipo F, / V2. (4.1.8) 


为 了 在 Schwarzschild 时 空中 写 出 Dirac 方 程 的 明显 形式 , 我 们 选取 下 述 零 标 架 
使 其 满足 伪 正 交 条 件 :1.n= —m-mc- 1, 


r? 1 
D = — r3 = 
A9 te 0 Var (+ ——8,), 
1 A ue ] 1 
A - z(&à- z) , d= a, (20 = 5%) - (4.1.9) 
不 为 零 的 NP 旋 系数 为 [5] 
1 r—2M cot 0 
ZR EE ELT Baa (4.1.10) 


将 所 需 的 旋 系 数 代入 方程 (4.1.8), 并 作 如 下 分 离 变量 代 换 


F = Em S,(Q)g me). F= TAS o (8)eime-en ， 
Gi = A S, (g yeime-99 G= ae S,(0)gifme-99 —— (4111) 
后 得 到 径 向 方程 


VA(, — H iR = (~À + ipor) Rz, 


VA(8, +B) y= —(\ + ior) Ry (4.1.12) 


TE A: dS X 
DOCTORAL DISSERTA HON 


和 和 角 向 部 分 
1 m 
Eos = (de + 5 cot = =p) 一 一 人 Oo , 
H m 
Li 252 三 (Op + z Cot ê 十 zn5)52 一 AS), (4.1.13) 


式 中 入 = 十 1/2 为 分 离 变 量 第 数 . Ae BK, ~ _1y2Y (0) 0995 ~ 12Y , (0) A 
自 旋 权重 等 于 p = 土 1/2 的 旋 量 球 函 数 ,Y (0), 满足 下 述 方程 [143, 186-192] 


[05 + cot 60s + (= + pcot 0)” — p? + ££ + 1)],Y ,,(0) =0. (4.1.14) 


由 一 阶 径 向 方程 (4.1.12) 可 导出 相应 的 二 阶 方程 : 


2,.4 
— 3M 
[Ad + (r - M)ð, + 2 - iur?* A 
—(ugr^ + NX) Ri = ipoV ARa, 
2,4 
2 u QT . 9T — 3M 
|A8; + (r — M)8, + TH tw 
— (por? aL r*)| Ro = 一 210V AR, . (4.1.15) 


从 一 阶 方程 (4.1.12) 和 二 阶 方程 (4.1.15) 中 可 以 看 出 , 4819) BIR, (r) Fe Ro (r) Zz 
HLEH, 我 们 取 


R, = (P, + iP)/v2, Ry = (P, — iP3)/ V2 
后 将 一 阶 方程 和 二 阶 方程 分 别 化 为 实 形式 


(Ad, -F AVA)P, 一 (ur VA = wr) P, ) 


(A8, — AVA)P, = (ugrV A + wr?)P, , (4.1.16) 
(Ad? + (r - M)8, +S — (uar? + 29)] P: 

= (uo V ^ — wre BR. 
[Ad? + (r - M), + E - (mr? +A) |P 

= (VA + wr? USA. (4.1.17) 


在 前 一 小 节 中 引入 的 乌龟 坐标 变换 下 , 方程 (4.1.16) 和 (4.1.17) 在 视界 rz = 
2M 附近 分 别 化 为 


PT f PE dee ea 
CS: DOCTORAL DISSER PATIO! 
M pe D C - 2 
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ð ð 
2,1 = —ul^, a dc de (4.1.18) 
0° > . ib 0 w 
cuu uec pA ums qp 
(gr Tue 1M or. tT AM?’ 
9? : 1 ð W 


利用 (4.1.18) 式 可 将 方程 (4.1.19) 进 一 步 化 为 标准 形式 的 波 方程 
8? 
(a3 tw^P(n)20, (P=A, B). (4.1.20) 
我 们 看 到 , 在 无 穷 远 处 的 观测 者 看 来 , 旋 量 粒子 在 视界 附近 的 运动 与 静 质量 
为 零 的 粒子 相同 . 方程 (4.1.20) 的 一 般 解 为 


P(r.) ~ ette. (4.1.21) 


84.1.3 MIE 
忽略 角 向 部 分 和 与 自 放 有 关 的 矩阵 因子 后 , 由 标量 场 径 向 解 (4.1.7) PREY 
径 向 解 (4.1.21) 可 构造 入 射 波 解 
M esc ts ag MANUI, (4.1.22) 
和 出 射 波 解 
WO erg NT e pote, USC OM). (4.1.23) 


AELAXNPARA T BWEFA He = t+ rf REFE ku = t-r. A 
究 Hawking 辐 射 ， 只 对 出 射 波 感 兴趣 , 须 在 超前 EF 坐标 系 中 讨论 问题 ， 在 v- 举 
RAP, 度 规 (4.1.1) 可 改写 为 


A 
ds? — dv — 2dvdr — r^(d6* + sin? Ody”) . (4.1.24) 


这 个 坐标 系 只 能 很 好 地 描写 入 射 波 , 描写 出 射 波 则 不 理想 . 入 射 波 在 视界 上 解析 ， 
而 出 射 波 非 解析 . 把 乌龟 坐标 代入 (4.1.23) 式 可 得 
r—2M joe 


yout = pg ("ur 
( 2M 


， (r»2M). (4.1.25) 


Pr CA f T a 
dmM—- V a ex 
1 
ACH DOCTORAL DISSER TATION 
rom 2: 


因此 yom(r > 2M) 在 视界 ry = 2M ES E, 它 只 能 描述 视界 外 的 出 射 粒子 , 不 能 描 
号 视界 内 的 出 射 粒子 . 


Damour-Rufhni 建 议 在 下 半 复 r- 平 面 把 ot(r > 2M) 解析 延 拓 到 视界 内 ， 即 
以 视界 r 二 2M 为 园 心 , Ajr 一 2MM| 为 半径 , 沿 下 半 园 周转 动 ( 一 7) 角 , 这 时 


(r - 2M) — (2M ~ r)e^*" 


出 射 波 延 拓 到 视界 内 为 
(pout E env iur (2M n 2) Mo de Mo 


2M 
= e "vtr. g^ Mw 一 yout (2M = ne, (r < 2M) (4.1.26) 


在 视界 外 的 出 射 波 为 
V?"(r-2M)-2e tr (rp > 2M). (4.1.27) 
ELAP, 乌龟 坐标 在 视界 内 的 定义 是 


re =r+2M In 7 (4.1.28) 
因此 , 包括 视界 内 和 视界 外 的 乌龟 坐标 的 总 定义 是 
r—2M 

r,=r+2M In |. (4.1.29) 


(4.1.26) 妈 描述 村 洞 内 部 的 出 射 波 , 代表 一 个 入 射 负 能 反 粒 子 , 它 等 价 于 一 个 
逆 时 前 进 的 出 射 正 能 粒子 (4.1.27) 式 则 描述 黑洞 外 部 的 出 射 波 , 代表 一 个 顺 时 
前 进 的 正 能 粒子 . 整个 出 射 波 要 用 (4.1.26) 和 (4.1.27) 两 式 来 统一 描述 , 但 在 视界 
Gry 二 2M 上 仍 有 奇异 性 . 利用 单位 阶 跃 函 数 b(z), 可 把 这 两 式 表示 的 出 射 波 统 
一 表述 为 


Vu = C,[9(r - 2M)U?"'(r — 2M) + 9(2M — ru?" (2M — r)e |] — (4.1.30) 


AP You(2M — r) = etur 二 e-trMeyost, 0 为 归 一 化 常数 , C? 为 视界 外 部 其 
附近 的 出 射 正 能 粒子 流 的 强度 , C2/(27x) 为 流 密度 . 


将 波 函 数 思 归 一 化 后 可 得 到 [51] 
+1 二 (Wb) = Ci E eMe), (4.1.31) 
pp 
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(4.1.32) 


其 中 正 号 对 应 于 Fermi 子 , 负 号 对 应 于 Bose 子 , k = 1/(4M) 为 黑洞 表面 引力 ,TT = 
1/(872M) 为 黑洞 温度 . 因此 黑洞 有 粒子 射出 , 其 能 谱 为 黑体 谱 , 黑洞 确实 具有 量子 
温度 了 = &/(27). 


上 述 证 明 对 Klein-Gordon 粒 子 和 Dirac 粒 子 成 立 , 对 所 有 其 它 种 类 的 粒子 也 成 
3, 而 且 一 旦 存在 热平衡 , 各 种 自 旋 粒子 的 能 谱 都 应 表现 为 同样 温度 的 黑体 谱 . 


84.1.4 ” Sannan 的 推广 


从 视界 内 、 人 外 出 射 波 函 数 的 表达 式 来 看 , 出 射 波 似乎 在 视界 处 发 生 了 一 次 散 
Bt, 不 难得 出 射 波 的 相对 振幅 


= (4.1.33) 
和 穿 过 视界 的 相对 散射 几率 
de tne, (4.1.34) 


对 于 各 种 自 旋 粒 子 的 出 射 波 都 有 上 述 相 对 散射 几率 . 


如 末 假 定 黑 洞 与 辐射 (温度 为 的 外 界 环境 )} 达 到 热平衡 状态 , 把 相对 散射 几 
率 忆 ,理解 为 粒子 处 于 能 级 为 w 的 量子 态 上 的 占有 几率 , 那么 按照 量子 统计 理论 , 容 
多 得 出 能 量 为 w 的 一 个 单 粕 子 态 中 的 平均 粒子 数 
1 1 1 
(No) = pr d OSA (4.1.35) 
由 (4.1.26) 和 (4.1.27) 两 式 描 述 的 出 射 波 在 视界 处 的 散射 过 程 , 实际 上 是 在 视 
界 附 近 的 真空 涨 落 产生 正 反 粒子 对 .Sannan [206] 用 量子 场 论 和 量子 统计 的 思想 
改进 了 Damour-Ruffini 的 工作 . 他 采用 Feynman 的 观点 , 认为 相对 散射 几率 也 就 是 
从 视界 外 邻近 视界 处 的 真空 态 中 产生 一 个 正 反 粒子 对 的 相对 几率 . 从 初始 真空 态 
可 跃迁 到 几率 为 Co 的 没有 粒子 对 的 真空 态 , 几率 为 Cu 已 ,的 产生 一 个 粒子 对 的 态 ， 
o, 几率 为 CP" 的 同时 产生 n 个 粒子 对 的 态 . 跃迁 到 这 些 终 态 的 总 几率 应 为 1, 即 


"A n —0,1 (Fermi) 
2,0. -1, { nacio. Reed) ` (4.1.36) 


Ant DS i ae pi 
y i Wj i 1 
T jy |- j 14 D 人 
‘= ^ DOCTORAL DISSER LATION 
48 M pigs vg 


由 于 Fermi 子 遵守 Pauli 不 相 容 原 理 , 每 个 量子 态 最 多 产生 一 个 粒子 对 , Attn 
能 取 0 和 1, 由 此 可 求 得 Cu = 1/(1 + 已 ). 在 能 量 为 w 的 模式 中 产生 一 个 粒子 对 的 
对 几率 为 Pi = CUP, = P,/(1 + Ps), 于 是 在 黑洞 外 部 邻近 视界 处 的 真空 涨 落 
生 一 个 能 量 为 ww 的 粒子 对 的 几率 为 


"wo Sd 


_ 1 
dd g87 Mw +1 i 


由 于 黑洞 出 射 波 的 相对 散射 几率 , 也 就 是 在 洞 外 真空 涨 落 产生 一 个 粒子 对 的 
相对 几率 , (4.1.37) 式 既 表 示 在 洞 外 真空 涨 落 产 生 一 个 能 量 为 w 的 正 能 粒子 ( 反 粒 
子 ) 的 几率 , 同时 也 表示 射 向 远 处 的 能 量 为 w 的 平均 粒子 数 ( 射 到 无 穷 远 处 的 每 个 模 
式 中 含有 一 个 粒子 的 几率 ) 


1 
e8TAfw +] ] 


如 果 把 了 = 1/(87M) = k/(2n y i RE, 则 上 式 为 Fermi 子 的 黑体 谱 . 


对 于 Bose 子 , 由 于 不 受 Pauli 不 相 容 原 理 的 限制 , 一 个 量子 态 中 可 能 存在 多 个 
粒子 对 , Asen = 0, 1, 2, .…, 00. 不 难 求 出 Cu = 1— P 在 一 个 量子 态 中 产生 nn 个 
粒子 对 的 绝对 几率 为 PB = CoP? = (1 一 已 )Pn, 它 表 示 射 到 无 穷 远 的 每 个 模式 含 
有 7m 个 粒子 的 几率 , 也 表示 nn 个 粒子 出 现在 无 穷 远 的 几率 . 于 是 黑洞 发 射 能 量 为 由 的 
粒子 模式 中 的 平均 粒子 数 为 


(No) = (4.1.38) 


= P 1 
wi m P" 一 a ALAE s 4.1. 
(N, ) Es 7 w 1 un P. gn Mw _ 1 ( 39) 


(4.1.39) 式 为 Bose 子 的 热 辐射 谱 


如 果 考 处 到 黑洞 外 部 对 粒子 而 言 存在 一 个 势 侄 的 影响 , 视界 附近 产生 的 粒子 
在 逃离 黑洞 的 途中 要 穿 过 这 个 势 全 ,其 中 一 部 分 将 被 散射 ,那么 发 射 到 无 穷 远 处 
能 重 为 w 的 粒子 的 平均 粒子 数 应 乘 以 一 个 势 华 贯穿 系数 [wem. 考虑 角 量 子 数 4 和 磁 
量子 数 m 的 存在 , 并 包含 进 势 全 贯穿 因子 后 , 黑洞 辐射 的 平均 粒子 数 为 


Lem, 
(Nitin) = -Mu El (4.1.40) 


其 中 正 号 对 应 于 Fermi 子 , 负 号 对 应 于 Bose 子 . 


(4.1.40) 式 对 质量 jio Z 0 的 粒子 成 立 . 对 于 w < jo 情况 , 由 于 粒子 不 可 能 射 到 
无 穷 远 , 此 时 应 理解 为 Fem = 0. 
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84.1.5 ”对 DRS 方 法 的 再 讨论 


Damour-Ruffini-Sannan(DRS) 证 明 黑 洞 存 在 热 辐射 的 方法 , 与 其 它 的 建议 明 
显 不 同 . HH, DRS 方 法 只 用 了 次 曲 时 空中 的 相对 论 量 子 力学 ,没有 进行 二 次 量子 
化 . 其 次 , 它 没 有 假定 黑洞 塌 缩 或 黑洞 与 外 界 处 于 热平衡 . AK, 它 不 是 对 时 间或 
频率 作 解 析 延 拓 , 而 是 对 空间 径 向 坐标 作 解析 延 拓 . 


DRS 方 法 的 解析 延 拓 是 通过 下 半 复 r- 平 面 进行 的 . 事实 上 , 延 拓 也 可 通过 上 半 
复 r- 平 面 进行 , 此 时 需 转 动 (十 7) 角 . 然而 对 波 函 数 作 归 一 化 时 , 不 论 是 对 Bose 子 还 
ze Xt Fermi, 都 应 为 正 1 [51]. Unruh [60, 132] 的 方案 在 过 去 视界 上 引入 了 边界 条 
RAR Bg He, 相当 于 从 上 半 复 r- 平 面 解析 延 拓 波 函数 . 


DRS 方 法 可 推广 到 各 种 稳 态 视界 , 而 且 可 用 于 存在 反作用 的 情况 . 赵 峥 等 [51 
运用 DRS 方 法 证 明了 任何 稳 态 时 空 , 只 要 存在 事件 视界 , 就 一 定 会 有 Hawking 辐 
At. Sannan 探 讨 过 此 法 与 量子 场 论 的 关系 . 赵 巍 等 对 DRS 方 法 的 量子 场 论 基础 
也 作 过 探讨 , 给 出 了 一 些 物理 解释 , 指出 “未 来 事件 视界 的 内 部 存在 物质 源 ” 这 
一 前 提 相 当 于 Hawking 方 案 中 的 黑洞 “ 喜 缩 ”. 他 们 以 Kerr 黑 洞 中 Klein-Gordon 粒 子 
的 Hawking 辐射 为 例 , 从 DRS 法 的 解析 延 拓 引 出 Unruh 的 二 次 量子 化 方法 [45], 证 
明了 用 Unruh 的 二 次 量子 化 模 函 数 作 解析 延 拓 能 同样 地 导出 黑洞 的 热 辐 射 ， 这 
个 工作 论证 了 DRS 法 与 Unruh 法 的 等 价 性 , 建立 了 DRS 方 法 与 二 次 量子 化 的 关 
A, 从 而 把 它 建 立 在 弯曲 时 空 量 子 场 论 [132] 的 牢固 基础 之 上 . 详细 的 论证 请 见 文 
献 [51], FEL MEA GE, 
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自 Damour-Ru 伍 ni 和 Sannan 的 工作 出 现 后 , 人 们 运用 DRS 法 探讨 了 各 种 稳 态 
时 空 的 热 辐射 , 例如 Kerr 黑 洞 [244-246]，Kerr-Newman 黑 洞 [108，182，193，247- 
250]，Kerr-Newman-Kasuya 时 空 (251-253]，Kerr-Newman-de Sitter 时 空 [254-259]， 
NUT-Kerr-de Sitter 时 空 [258], NUT-Kerr-Newman-de Sitter 时 空 [259，260] 等 等 . 
文献 [182, 247, 251, 252, 254, 255] 研 究 标 量 粒 子 (s = 0) 的 Hawking 辐 射 , 研究 旋 量 
粒子 (s = 1/2) 的 Hawking 蒸 发 见 文 献 [244, 247-249, 253, 256-260]. Mie 3t] ak B 
1C T Kerr-Newman E. 3] P J6F- t) Hawking 效应 . 许飞 摩 等 [245, 246] 考 察 了 Kerr 黑 
洞 中 任意 自 旋 粒 子 的 量子 热效应 , 沈 有 根 [261] 将 这 一 工作 推广 到 Kerr-de Sitter 时 
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Damour-Ruffini 证 明 Kerr-Newman 黑 洞 的 热 辐 射 与 静态 黑洞 基本 相似 , 具有 
如 下 的 谱 形 式 
_ 1 _ K4 

(Nu) = O mip -e$4)/T 4- 1 ? ma) 

A P, = a/(r2 -a?), 6, = Qr,/(r2 二 a2) 分 别 为 黑洞 外 视界 的 转动 角速度 和 两 极 
处 的 电势 , k+ = (r+ 一 AM)/(r3 十 o2) 为 外 视界 表面 引力 ,r+ = M+M? -QR — a?, 
岂 、m 和 e 分 别 为 粒子 的 能 量 、 磁 量子 数 和 电荷 , M、Q@ 和 a = J/M 为 黑洞 的 质 
量 、 电 荷 和 上 比 角 动量 . 


在 本 节 中 我 们 用 DRS 方 法 研究 Kerr-Newman 黑 洞 中 标量 粒子 和 Dirac 粒 子 的 


(4.2.1) 


84.2.1 Klein-Gordon2$ J f£ 


在 Kerr-Newman 黑 洞 时 空中 , 度 规 线 元 


sin? 0 


2 


2 
ds* = = (ct — a sin? Ody)” 一 [adt — (r^ + ajde]? 一 s + d0’) (4.2.2) 


和 电磁 势 1- 形 式 
he et (dt — asin? 6d) (4.2.3) 


满足 Einstein-Maxwell 方 程 . 其 TX — p? 十 a^ cos? 0, A = r? — 9Mr + Q? als a? = 
(r—ry)(r—r_), T4 = M + YM? - Q? —q?. 


将 Kerr-Newman 时 空 的 逆 变 度 规 和 电磁 势 四 和 拓 (4.2.3) 代 入 弯曲 时 空中 质量 
为 10 带 电荷 e 的 粒子 遵守 的 具有 最 小 电磁 耦合 相互 作用 的 Klein-Gordon 场 方程 : 
(D. + u2)9 — 0, 并 作 分 离 变量 


$ = R(r)S(0)e nen (4.2.4) 
后 可 得 到 径 向 部 分 
[0,Ad, + i — (wor? + A)] R(r) 20 (4.2.5) 
和 角 向 部 分 


[Og + cot 005 ~ (awsin — rors — pga’ cos 8 + A|S(0) = 0, (4.2.6) 


LL 
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式 中 入 为 分 离 变量 常数 ,KK = wlr? + a?) — eQr — ma. 


在 第 二 章 中 我 们 已 研究 了 Kerr-Newman 黑 洞 中 标量 场 方 程 的 分 离 变量 解 , 指 
出 其 朋 向 部 分 和 径 向 部 分 都 属于 自 旋 权重 的 椭 球 波 函 数 , 并 证 明 它 们 实际 上 是 合 
流 的 Heun 函 数 . 角 向 部 分 的 椭 球 波 函 数 9( 人 与 讨论 Hawking 辐 射 无 关 , 因此 这 里 
不 加 考虑 . 径 向 方程 (4.2.5) 化 为 


(Ad? + 2(r — M)d, + T — (mr + A)| R(r) = 0. (4.2.7) 


He 2 €, BAER dr, = “dr, 


1 T— T4 1 r— Tr 
Fa 一 | = oe =. 各 
7 十 TA n P + TA In "Sn. (4.2.8) 


AP Ky = (r4 — M)/(ri +07) = (r4 - M)(2Mr.—Q?). Sr 一 + 时 ,方程 (4.2.7) 
在 乌龟 坐标 变换 (4.2.8) 下 化 为 


2 


P + (w —wa)] R(r.) 0, (4.2.9) 


H Pwr =m + Oy. n+ = a/(rZ +07), D4 = Qrí/(r? + a) 分 别 为 黑洞 内 外 
视界 的 拖 避 角速度 和 两 极 处 的 电势. 


84.2.2 ”Dirac 场 方程 


Page [243] 给 出 了 Kerr-Newman 黑 洞 中 质量 jo 带电 荷 e 的 粒子 满足 的 Dirac 方 程 
的 旋 量 表示 ， 在 Newman-Penrose(NP) 表 述 中 , v3 4-3$-5- 64 Chandrasekhar-Dirac- 
Page 方 程 为 

(D +e- B-FieA-Y)F 0 (6$ — o ieA-m)F, = BO 


(A p — 1 ieA nF, + (8 B T ieA mA = 7563, 


(D+e — f --ieA -1)G5 — (54+ à* — o^ +ieA-m)G; = F 


J2”? 


(A +p — Y + ieA - n)G, — (9 + B* — 7* + ieA .mG = j^ . (4.2.10) 


在 采用 Boyer-Lindquist 坐 标 [9] 的 Kerr-Newman 度 规 中 选取 零 标 架 系 使 方向 导 
3 2j (p =r + iacos6, p* =r — iacos 0) 


He IE 


| DOCTORAL DISSERTA HON 


2 


2 
D = ETa, + ô, + 2a, 
A ,r?^ +a? 
O° asa — 8 — Ô, + A99 
6 一 i (ia sin 80, + Oo — <5 jn 
6 = AS — ia sin 00, + 8$ — 330v) (4.2.11) 
不 为 零 的 NP 旋 系数 为 
E M EE A = ToM „= —2asing 
p pt? H 25p* ， Y—H >> ? m J/ 2x: ? 
ia sin @ cot 9 
(eS, pius. wee 4.2.12 
t Vap? 2/29p' "^ — á 
电磁 势 在 上 述 零 标 架 上 的 投影 为 
Qr Qr T 
Ae ae I EL m — A: fi — 0. 2. 
l x? A'n "DE A-m=A-m=0 (4.2.13) 


将 所 需 的 各 量 代入 方程 (4.2.10) 并 作 下 述 分 离 变量 处 理 
F, - fü (7) S, (0) eillmp—wt) | F, = is So (0)e 1 


Vv 2p* 
Gi 一 Ralr) s. (ges net Go = Ry Ss 52(0)e t(my—wt) 
后 可 得 到 径 向 部 分 
VAD Ri = (—A T ipgr ) Ra , 
和 角 向 方程 
£i aS: = (~À + uoa cos 0) S2, 
人 1/29? 一 (A + Hoa cos 0)5, ; (4.2.15) 
式 中 定义 了 
iK — M 
D ES — , Ly =0e+ncoté — au sing + — T 
A — M 


Di = ô, IT + n- "Ec 
in 


A A t 


有 

Ñ uo 一 ORT, 径 向 方程 和 角 向 方程 均 可 化 成 广 义 椭 球 波 方程 ; 当 ug 0 时 ， 
则 为 一 般 形式 的 Bocher 方 程 . 角 向 方程 与 讨论 Hawking 辐 射 无 关 ， 由 一 阶 方 
程 (4.2.14) 可 得 到 二 阶 方程 


[ADi Do — (uer? + X)] Ri = ipo V A Ro, 


[AD 2D} — (uer? + *)| Ro = —ipyVAR, , (4.2.16) 
th Bp 
[A82 + (r — M)8, + — i(2ur — eQ) 
—(ugr? + A*)] Ri = ipov AR, 
[Ad? + (r — M)8, + term + i(2ur — eQ) 
—(ugr? + A)] Re = ipo V AR, . (4.2.17) 


48 15] BIR (r) Fo (7) 3529 RLM, 我们 取 
Ri = (P, + iP) v2, Ro = (P, — iP))/ V2 
后 将 径 向 方程 化 为 实 形 式 如 下 


(Ad, + AVA)P, = (ur VA — K)P,, 


(Ad, — AV A)P, = (uor V A + K)P, , (4.2.18) 
[A8 + (r — Mya. 5 - (a xn 


= [mva + EE ID wr + eg] Ps, 


K? 
[Ad? + (r — M). + (or + X)]P. 


= [uo V A — xir M) + 2wr — eQ|P,. (4.2.19) 


žr 一 r+ 时 ,方程 (4.2.18) 和 (4.2.19) 在 前 一 小 节 中 引入 的 乌龟 坐标 变换 下 化 为 


ð ð 

ðr P = -(w = WwW) Pe , ar. = (w = w+)P, ; (4.2.20) 
o? ð 

P tí(w- Wa)” = K+ gr |P; = klw — wi) Pr, 


ð 


3 
r 
y Y 


COLE sr ec = it , 
em. titie 

= p. DOCTORAL DISSERTATION 
VM e vg 


利用 (4.2.20) 式 可 将 方程 (4.2.21) 进 一 步 化 简 为 标准 形式 的 波 方程 
2 
n +(w =w) ] P(r) =0, (PB, P). (4.2.22) 


于 是 标量 场 方程 (4.2.9) 和 Dirac 场 方程 (4.2.22) 在 视界 附近 有 相同 的 渐 近 形式 ， 
因此 可 将 它们 合 写 为 
o 2 2 $ (s=0) 
l3 + (w — w+) lY (r,)=0, Y= P (s=1/2) ` (4.2.23) 
方程 (4.2.23) 的 解 为 


V(r,) ~ etit»-ex)r. . (4.2.24) 


84.2.8 Hawking 辐 射 


于 是 黑洞 (内 、 外 ) 视 界 表面 处 的 入 射 波 和 向 外 的 出 射 波 为 : 
in = goiet-io-a)r. (4.2.25) 
yout e tie wa )r. l (4.2.26) 
引入 超前 的 类 EF 坐 标 v = t+ Str, 和 推迟 的 类 EF 坐标 U = t- “AS, 可 
将 (4.2.25) 和 (4.2.26) 两 式 改 写 为 
Yin = eT = piu 2ilw—ws)re (4.2.27) 


yout = e wu zs et e? ux )r. (4.2.28) 


现在 我 们 采用 超前 的 类 EF 坐标 v 来 讨论 Kerr-Newman 黑 洞 外 视界 上 的 热 辐 
AT, 并 在 上 两 式 中 取 w. 在 外 视界 附近 有 


1 = 
T, ~ —— ln DI 
2R.. T4 
由 此 可 知 出 射 波 
yout 一 e I" p2i(w—w4 )r. "T e" (r m ps PUER, (r > r4) (4.2.29) 


在 外 视界 r = 7r+ 上 不 解析 . Vr ABS, |r 一 ri 为 半径 ,， 沿 下 半 复 r- 平 面 把 它 解 析 
延 拓 到 黑洞 内 部 ， 


(r-r) — (r4 - ne 


在 外 视界 内 , 我 们 有 


pout wy eH (pp) MO emo me (p <r < ry). (4.2.30) 


由 此 可 以 得 到 出 射 波 在 外 视界 上 的 相对 散射 几率 ， 并 证 明 有 温度 为 四 = 
K+/(27) 的 黑体 辐射 谱 为 


1 
elw—w+)/T+ + 1 


(Na) = (4.2.31) 


的 出 射 波 从 黑洞 视界 射出 . 其 中 正 号 代表 Fermi-Dirac 统 计 , 而 负 号 对 应 于 Bose- 
Einstein 的 分 布 . 热 谱 (4.2.31) 对 所 有 自 旋 种 类 的 粒子 成 立 , 例如 最 近 荆 继 良 [250] 用 
DRS 法 研究 了 Kerr-Newman 黑 洞 中 热 辐射 粒子 为 光子 的 情形 , 得 到 了 相同 的 结果 . 
只 是 对 于 光子 , 因 其 为 不 带电 中 性 的 粒子 , 3€ (42:31) P ARV eo A. 


AUD E), 转动 和 带电 的 黑洞 , 除 有 能 谱 1 < w € w 的 受 激 辐射 和 自发 辐射 
外 ， 还 有 w = ts NFB HT. 


84.2.4 Hawking “Rac” 


大 多 数 观 点 认为 Kerr-Newman 度 规 描述 黑洞 视界 外 部 (r > Fr+) 的 引力 场 , 而 视 
BRAM (r < 7r+) 则 由 Einstein 场 方程 的 流体 解 描述 , 那么 按照 这 种 观点 , 解释 外 视 
界 的 Hawking 辐射 产生 的 机 制 与 Schwarzschild 黑 洞 有 些 类 似 , 不 存在 很 大 困难 ， 


但 是 如 果 我 们 采纳 另 一 种 观点 , 认为 整个 黑洞 时 空 都 由 Kerr-Newman 线 元 描 
È, 则 因为 有 内 视界 存在 , 负 能 反 粒 子 到 达 内 视界 后 不 能 顺 时 前 进 到 达 奇 区 , 使 通 
常 解 释 Hawking 辐 射 的 机 制 出现 了 困难 [51]. RIS TAK 视界 有 Hawking“ 吸 
收 ” [108, 262-265] 的 设想 去 解决 这 个 困难 [109-111]. 他 认为 奇 区 产生 辐射 的 正 能 
粒子 流 顺 时 穿 过 “ 宇 腔 "到 达 内 视界 后 , 在 那里 被 散射 , 送 时 穿 过 单 向 膜 区 , 在 外 视 
RRA KABA, 然后 顺 时 飞 向 远 处 , 形成 Hawking 辐 射 . 


对 于 黑洞 外 的 观测 者 而 言 , 外 视界 是 未 来 视界 , 但 是 对 于 内 视界 所 包围 的 “ 空 
腔 ” 中 的 观测 者 , 内 视界 是 过 去 视界 . 因此 可 认为 , 外 视界 附近 的 Hawking 辐 射 的 时 
间 反 演 对 应 于 内 视界 附近 的 的 Hawking“ 吸 收 ". 这 就 是 说 内 视界 从 腔 内 的 真空 中 
获取 温度 为 T_ = k_/(27) 的 热 辐 射 , | PUMA SH f SERT SA E. Hi 
言 之 , 即 内 菏 奇 异 区 发 射 温度 为 人 = k_/(27) 的 热 辐射 , 辐射 粒子 顺 时 射 向 内 视 
界 并 被 其 吸收 . 
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ERAR 6 REF 45 kuk , Klein-Gordon 方 程 和 Dirac 方 程 在 内 、 外 视界 附 
近 的 出 射 波 解 和 入 射 波 解 分 别 成 为 
yout = eg - eg vga oa re (4.2.32) 


yi" 一 g = g "eoo )re (4.2.33) 


在 上 一 小 节 中 我 们 已 讨论 了 外 视界 (未 来 视界 ) 的 Hawking 辐 射 . 现在 我 们 只 
对 内 视界 (过 去 视界 ) 的 情况 感 兴趣 , 即 在 -坐标 中 讨论 , 并 在 上 两 式 中 取 w_. 此 时 ， 
(4.2.32) 式 表示 内 视界 射 向 奇 区 的 出 射 波 , 而 (4.2.33) 式 则 表示 由 奇 区 到 内 视界 的 入 
射 波 . 在 Kerr-Newman 时 空中 , 岛 龟 坐标 的 总 定义 是 dr,/dr = (r? +07)/A, 
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于 是 


yin = eg "e iww- )r. x e wu (r_ = posta (0 «r« r_) (4.2.35) 


在 内 视界 r = r_ 上 非 解 析 , 沿 上 半 复 r- 平 面 把 它 解析 延 拓 到 内 视界 的 外 侧 ( 单 向 膜 
Rira Lr < Te) 
(r. 一 7) -— (r—r_)e™ 


所 以 有 


Yin ~ e-iwe (r — yop ee “emo Ne 5 (ro «r«r,). (4.2.36) 


于 是 可 以 得 到 波 在 内 视界 上 的 相对 散射 几率 , 并 证 明 有 温度 为 T_ = x /(20) 
射 入 到 内 视界 的 热 谱 


» 1 


FMREPR(O< r<r)SRM HBr, <r < oo) 有 非常 相似 的 几何 结构 ,如 
果 采 用 -坐标 并 在 下 半 复 7+- 平 面 作 解 析 延 拓 ,， 同样 可 以 求 得 射 入 内 视界 的 热 辐射 
谱 {4.2.37)， 


于 是 我 们 证 明了 内 视界 果真 存在 Hawking“ 吸 收 " 效 应 , 有 热 辐射 从 腔 内 射 入 
内 视界 . 这 种 来 自 空 腔 射 向 内 视界 的 辐射 一 定 是 温度 为 T_ = k_/(27) 的 黑体 辐射 . 
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事实 上 , 如 果 Kerr-Newman 黑 洞 外 视界 产生 Hawking 辐 射 , 那么 应 该 有 从 奇 区 产生 
并 穿 过 空 腔 到 达 内 视界 的 辐射 存在 . 这 样 我 们 才能 克服 解释 带电 黑洞 Hawking 辐 
射 的 困难 . 奇 区 是 温度 为 的 热源 , 它 产生 的 热 辐射 正 是 Hawking 辐射 的 根源 . 


于 是 我 们 可 以 有 如 下 几 种 等 价 的 说 法 来 解释 Kerr-Newman 黑 洞 的 Hawking 辐 
Ad: 


e 奇 区 发 出 温度 为 人 的 热 辐 射 在 内 视界 处 被 散射 后 , 送 时 穿 过 单 向 膜 区 达 
到 外 视界 并 降温 到 全 , 在 外 视界 处 再 次 被 散射 后 , 顺 时 跑 向 远方 . 视界 处 的 散射 起 
着 改变 时 间 方 向 的 作用 . 


e 外 视界 发 射 温度 为 攻 的 Hawking 辐 射 时 , 负 能 反 粒 子 通过 遂 道 效应 进入 视 
AeA, 顺 时 达到 内 视界 并 升温 到 了 ,在 内 视界 附近 与 来 自 奇 区 的 正 能 粒子 相 复 合 
达到 真空 态 . 


e 奇 区 产生 辐射 的 正 能 粒子 穿 过 空 腔 到 达 内 视界 , 与 那里 来 自 外 视界 的 负 能 
粒子 淫 灭 成 真空 态 . 


因此 , 我 们 可 以 认为 内 视界 上 的 Hawking“ 吸 收 ”" 是 外 视界 上 Hawking 辐 射 的 时 
间 反 演 过 程 . 


$4.2.5 AR aie 


RANT CAIEAA LS URL AIRE XT = x /(2n t9 38A, 即 奇 区 具有 用 辐 
射 来 定义 的 温度 . 奇 区 的 温度 是 内 视界 处 辐射 的 温度 , 而 外 视界 的 温度 T 是 黑 
洞 外 辐射 的 温度 . 


如 采 把 外 视界 看 作 一 个 正常 的 正 温 度 系统 ( 了 > 0), 那么 内 视界 可 看 成 一 个 
反常 的 负 温度 系统 (全 <0), MB|T_| > Tj， 当 Kerrr-Newman 黑 洞 过渡 到 极端 
情形 时 , T} 一 0+, MTL — 0-. 在 a 和 @ 趋 于 零 时 的 极限 , 内 视界 缩小 与 奇 点 重 
4, 温度 了 趋 于 负 无 穷 大 , 但 外 视界 的 温度 趋 于 Schwarzschild 黑洞 的 Hawking 温 
Rl/(8nM). 


人 们 已 经 证 明 , 外 视界 对 微 扰 是 稳定 的 [116], 而 内 T— A 学 上 是 不 稳 
定 的 [266, 267]. 对 于 内 视界 这 个 反常 热力 学 系统 , 其 负 的 高 温 意 味 着 在 热力 学 上 
是 不 稳定 的 , 似乎 只 有 通过 “吸收 ?辐射 才能 使 其 趋 于 正常 状态 . 在 这 个 意义 上 说 , 
奇 区 的 热 辐射 是 黑洞 向 外 辐射 的 源泉 . 
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把 Kerr-Newman 黑 洞 看 作 内 、 外 视界 组 成 的 复合 热力 学 系统 , 提供 了 解决 热 
力学 第 三 定律 (Nernst 定 理 ) 隐 含 的 内 在 冲突 的 一 种 可 能 途径 [109-111]. 


$4.3 ”推广 的 黑洞 热力 学 定律 与 Hawking 辐 射 过 程 
的 量子 守恒 律 


这 一 节 把 经 典 黑 洞 热力 学 的 四 个 定律 从 外 (事件 ) 视 界 推广 到 内 (Cauchy) 视 界 
E, 特别 地 , 还 给 出 了 Kerr-Newman 黑 洞 内 、 外 视界 上 热力 学 第 一 定律 的 量子 形 
式 、 然 后 由 热力 学 平衡 条 件 导 出 了 Kerr-Newman 黑 洞 蒸发 过 程 的 量子 守恒 律 . 


§4.3.1 Hawking} 4 Hawking “AIK” 


由 于 Hawking 和 Bekenstein 的 杰出 工作 , SRI LMA 252 JR. fen dl 85] AA 
AFA, 这 把 黑洞 热力 学 第 一 定律 建立 在 牢固 的 基础 之 上 . 以 后 人 们 对 黑洞 热 
力学 的 量子 的 、 动 力学 的 或 统计 的 起 源 进 行 了 大 量 的 研究 , 但 仍 未 解决 其 中 的 一 
些 问 题 . 例如 , Bekenstein-Hawking 燃 的 精确 起 源 和 机 制 以 及 Nernst 第 三 定律 的 解 
RFF. 


这 里 我 们 假定 一 个 转动 带电 黑洞 的 整个 时 空 由 Kerr-Newman 度 规 描述 , 并 且 
在 非 极 端 情形 (0 <e = YM? — a —Q? < M) 下 以 Kerr-Newman 黑洞 (KKNBH) 背 
景 上 无 源 带 电 的 有 质量 的 标量 场 为 出 发 点 进行 讨论 . 在 这 一 假定 下 我 们 认为 Kerr- 
Newman 黑 洞 的 内 视界 应 该 存在 一 个 向 内 的 热 辐 射 , Kerr-Newman 黑 洞 有 两 套 温 
FE fj, 而 且 将 Bardeen-Carter-Hawking 关 于 外 视界 的 黑洞 热力 学 四 定律 推广 到 
内 视界 上 . 另外 我 们 也 建议 了 一 对 量子 形式 的 热力 学 第 一 定律 , 从 热力 学 平衡 的 
观点 出 发 导出 了 黑洞 平衡 辐射 过 程 中 遵守 的 量子 守恒 律 . 最 后 还 简要 地 讨论 了 黑 
9525 BL «€ Ft X A. 

在 第 二 章 中 我 们 已 经 讨论 了 Kerr-Newman 黑 洞 背 景 上 Klein-Gordon 标 量 场 
方程 的 分 离 变量 解 , 指出 其 径 向 部 分 和 角 向 部 分 都 是 广义 椭 球 波 函 数 ， 即 合 
*@Heun 43k. 在 Kerr-Newman 几何 中 , 质量 为 0o、 带 电荷 e 的 Klein-Gordon 标 量 场 
Z (KGE)£231 27 & EES r, 0,9) = R(r)SL olka, Pel“) Z $42 6) 982 28 


9, [AO, R(r)] + pau ~ u(r’ +a) - A 2maw| R(r) = 0, (4.3.1) 
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式 中 人 为 分 离 变 量 常 数 , K(r) = w(r? +07) -eQr ma, A =r —-2Mr +e +Q = 
(r—ra)(r—r_), rz =Mte. M、Q 和 a = J/M 分 别 是 KNBH 的 质量 、 电 荷 和 上 比 
Ax x. 

径 向 方程 (4.3.1) 可 化 为 如 下 的 虚数 阶 的 广义 自 钨 权重 的 椭 球 波 方程 


Or[(r — r4)(r — 7-)O,R(r)] + [E (r — r4)(r — r-) 


4+2D(r - M) + [A(r - M) + cB)" 
(r - r4)(r — r-) 
+(2w? — u) (2M? — Q?) — A] R(r) = 0, (4.3.2) 


— 2eQ Mu 


其 中 我 们 已 经 今 4 一 2Mw —eQ, eB = w(2M*—Q?)—eQM — ma, D= Aw— M pi, 
k? = w? — uz. 为 简便 起 见 , 现在 引入 Wj = (Bx A)/2. dir — r if, ZQRBK 
在 视界 r+ 附 近 有 渐 近 行为 


"MEL AE 
ii | (r — iW , (r2 r.) 


TEAXAR R(r) = (r — r4) Ptr 一 -AP(r) 后 , 可 以 将 方程 (4.3.2) 变 为 
自 旋 权 重 为 i4 和 推动 权重 为 iB 的 修正 的 广义 椭 球 波 方程 


(r —rs)(r —r_)OPF(r) + 2iceA + (1 - iB)(r — M)O.F(?) 
+[k?(r —r4)(r —r_)+2D(r — M) - 2eQMw 
+(2w? — 2M? — Q?) -A- A? — B?+iBlF(r)=0. (4.3.3) 


方程 (4.3.3) 有 两 个 奇 点 7 = ft 其 指标 分 别 为 p4 = 0,-2W,Aep_ = 0, -2iW_. 
方程 (4.3.3) 在 正则 奇 点 r+ 处 的 一 般 解 为 


F.(r) = efi(r -ry) er — r4) ^ "*g (r1, 


F.(r) = difs(r - r ) - da(r - r -glr — r.), (4.3.4) 


式 中 万 , 户 分 别 为 方程 (4.3.3) 在 r = ri 处 的 一 个 解 , g, g 是 它 的 另 一 个 线性 
无 关 的 另 一 个 解 . 在 正则 奇 点 r = 74 处 , 广义 椭 球 波 函 数 可 构成 四 组 正 交 虹 
一 的 完备 集 .， 可 以 选取 本 征 值 使 下 (7) 分 别 在 r = ri 处 为 有 限 的 , 即 正则 函 
Afi Eg, 9z 在 它们 的 取 值 区 间 上 都 是 解析 的 . 从 第 二 章 中 的 研究 可 以 看 出 , 解 
A BRS, hfg, ga 实际 上 与 合流 Heun 函 数 仅 相差 一 个 乘 子 etitr, 而 它们 可 以 在 
奇 点 r 二 7+ 的 邻 域 分 别 作 解 析 解 析 延 拓 . 
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下 面 用 指标 法 来 讨论 标量 场 在 外 (内 ) 视 界 上 的 Hawking 辐 射 (“吸收 ”"), 为 此 
将 内 、 外 视界 r+ = M 土 e 分 别 记 为 天 4:. 先 者 虑 在 区 间 r_ <r < 7+ 和 r+ <r < 
oo 上 的 从 视界 了 ;出 来 的 出 射 波 . 按照 Damour-Ruffni 的 方法 , 一 个 正确 的 出 射 
RPM = OME r0 yp) RBROM Joco, His j Æ: 


D% = Cy [p(r — ry) OU, + (ry — Bot em], (4.3.5) 
式 中 1(z) 为 通常 的 单位 阶 跃 函数 , RHKRPEOM dedo 分别 为 


BO (66,9) ~ eilr — re) = r- fly, w- (kyr) St olka, Her“ , 


$95. (67,6,9) ~ colr — ra) (n — n)" gly, w. (ksr) Sh olka, 0) 790 


R PENRAS, w (kr) = AAA LURRR RES ERE: 
Bol, w_(k,r) = 91 为 其 另 一 个 解 ,而 S40(ka,9) AH MRK BM. 这 些 函 数 可 正 
交 归 一 化 为 完备 集 . 另外 , ERARD 在 无 穷 远 处 有 渐 近 行为 


(t, r,0,q) — eremo st (ka. 8), (r — £00). 


实际 上 , BARD HOw pot Er r AAMER 


qo — alr — r4) SE (ka, 0) 0799 (r> r4). 


T>T4 
Qo —_ co(r = ry) +S" olka, g)e' meet , (r EA r+) . (4.3.6) 
SRR HARON 不 能 直接 从 区 间 r+ < r < oo 上 延 拓 到 区 间 r- < 7 < rub, 但 
可 以 把 它 沿 单位 辕 r = ry 一 吉 的 下 半 复 rr- 平面 解析 延 拓 为 位 于 视界 Ki 内 的 出 射 
T 


—im 


r—r, —35(r,-— r)e 


通过 这 样 的 解析 处 理 后 , 我 们 有 
qi (t, T, 0, p) dE ^7. (r T Ty (r = 2 fw w- (k, r) 
x SL o(ka, gene (4.3.7) 
Jot BSA, w (kr) TAREA HE gy w_(k,7). 


由 于 在 函数 Fh， w (kr) -ír- r+) * (r T ry "- fy 和 GH, w. (k,r) = (r— 
r4) W*(r—r)'-g, SI BRT PEMA (r-r,) ^"*, ARAGON Eq 78 
差 一 个 夹子 e2"™W+, 因此 我 们 可 以 导出 关系 式 
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第 四 章 … 稳 态 黑 泪 的 Hawking 辐 射 一 DBS 方 法 u 


pout 


rors 2 


Gout Se, (4.3.8) 
了 < 了 十 
Jf] Damour-Ruffini® %&, 容易 得 到 外 视界 上 “向 外 ”的 热 辐 射 谱 : 

1 


类 似 地 , 由 于 内 、 外 视界 的 对 称 性 , 5 Edge f RUR ey a” 4 th d x ont 
应 地 有 内 AQUAM 上 4 向 ge 的 b St iR yout = yout t3 T, 0, p), 
p = C [n(r. — r) nlr rt e?nw-]., (4.3.10) 
HAr =r 十 各 的 上 半 复 r- 平 面 对 亚 out 作 解析 延 拓 


r_—r—>(r—r_)e™, 


可 以 得 到 内 视界 上 的 相对 散射 几率 


i out 
TN EP (4.3.11) 
和 “向 内 ”的 黑体 辐射 谱 : 
1 
(N-)= |- = Ri (4.3.12) 


不 难 从 热 谱 (4.3.9) 和 (4.3.12) 中 看 出 , 它们 与 标量 场 方程 的 解 在 内 、 外 视界 上 
的 指标 有 关 , 因此 我 们 称 这 一 方法 为 指标 法 . 


§4.3.2 ”推广 的 黑洞 热力 学 定律 


形式 地 引入 下 述 符号 将 是 非常 方便 的 : 
约 化 视界 面积 :AL = 二 7T4 十 a， 视界 位 置 :r+ 二 MM 土 e， 
表面 引力 :kt = (r4 — MJA,, AIÈR : O4 —a/A,, 
Hed :0.-—9r./A., DAE: wz =m + eb,. 


我 们 可 以 用 代数 方法 导出 如 下 经 典 的 和 量子 的 在 内 、 外 视界 ?t+; 上 的 推广 的 
黑洞 热力 学 第 一 定律 表达 式 的 微分 形式 和 积分 形式 ( 见 附录 A). 


a. 推广 的 经 典 热 力学 第 一 定律 的 积分 形式 和 微分 形式 : 


(S ae A 
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4 XX RIC DSS I ALICE, 


EF BAP Ht Hawking HH— DRSAK 1 F Ay 
dM = Sd As + Nd + 6,dQ, (4.3.13) 
M = TW 十 2J + Qo, . (4.3.14) 


b. 推广 的 量子 热力 学 第 一 定律 的 积分 形式 和 微分 形式 : 


w = 2k,W, + MR + ed,, (4.3.15) 
dw = 2kK,4,dW,--QO,dm + Pde. (4.3.16) 


(4.3.13)/e(4.3.14) A, A 8 b, ETE E4 M EQD- MYA, e Aue JO, 
为 “ 自 能 "项 . 


e PEZI: 稳 态 平衡 黑洞 的 表面 引力 (温度 )k+ 在 其 内 、 外 视界 Tt+ 上 分 别 是 
一 个 常数 . 


e 第 一 定律 : 在 一 个 孤立 的 包含 黑洞 的 系统 中 , 系统 的 总 能 量 是 守恒 的 . 


e 第 二 定律 : 在 任何 物理 过 程 中 , 总 炉 5Tr = Sea + SM 决 不 减少 , 69T > 0. 
SM 为 黑洞 和 外 或 者 奇 区 内 通常 物质 的 总 粹 . 


e 第 三 定律 : 不 可 能 通过 任何 物理 过 程 和 经 过 有 限 次 操作 使 温度 | 达到 零度 . 
然而 量子 真空 涨 落 可 以 违反 这 个 定律 . 量子 蒸发 效应 可 以 使 Kerr-Newman 黑 洞 经 
历 一 个 从 非 极 端 情形 (MM? 关 ?十 8?) 到 极端 情形 (M2 = a? Q7) — 8x [268]. 


上 面 的 定律 实际 上 是 说 , Kerr-Newman 黑 洞 的 外 视界 和 黑洞 的 外 部 环境 构成 
一 个 复合 的 热力 学 系统 , 而 内 视界 和 内 桌 奇 异 区 也 构成 另 一 个 复合 的 热力 学 系 
统 . 这 两 个 复合 系统 各 自 有 一 套 热 力学 四 定律 . 如 果 把 Kerr-Newman 黑 洞 看 作 由 
内 、 外 视界 组 成 的 复合 热力 学 系统 , 则 有 可 能 解决 Nernst 第 三 定律 中 隐 含 的 矛 
J [109-111]. 


34.3.3 ”黑洞 平衡 辐射 过 程 的 量子 守恒 律 


现在 考虑 标量 场 @@ 在 一 对 局 部 温度 凡 = &,/27T 5Kerr-Newman E #4 Ab FR 
平衡 状态 , 亦 即 上 述 两 个 复合 热力 学 系统 各 自 处 于 热力 学 平衡 状态 . 在 热平衡 辐 
射 过 程 中 , 表面 引力 、 衣 速度 和 静电 势 可 以 认为 基本 上 保持 不 变 . 于 是 在 内 外 视 
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界 上 存在 热力 学 平衡 条 件 : 


K+-0 = K440, fi-0= blit0, P-o = 94,9. 


结合 微分 关系 式 (4.3.13) 和 (4.3.16), TAE XE fX. Ae. SpA n 
子 守 恒定 律 的 五 个 关系 式 : 


dM = ndo, (能 量 ) (4.3.17) 
dJ = ndm, (fs €) (4.3.18) 
dQ = nde, (电荷 ) (4.3.19) 
tA = ndW,, (M) (4.3.20) 


式 中 n 为 一 个 整数 夹子 . 从 积分 关系 式 (4.3.14) 和 (4.3.15), 也 可 以 得 到 一 个 特殊 的 
量子 态 nm = J, nw = M/2, ne = Q/2, nW = A,/4. 


方程 (4.3.17-4.3.20) 意 味 着 在 热平衡 辐射 过 程 中 , Kerr-Newman 黑 洞 的 能 量 、 
角 动 量 、 电 荷 和 炉 的 改变 是 呈 离 散 化 (分 立 ) 的 , (4.3.20) 表 明 在 内 、 外 视界 上 两 个 
复合 热力 学 系统 的 炳 分 别 是 守恒 的 ， 当 Kerr-Newrman 黑 洞 与 标量 场 处 于 热 动 平衡 
状态 时 , 它 辐射 的 量子 与 吸收 的 量子 一 样 多 , 这 种 平衡 辐射 是 一 种 细致 平衡 [269]. 
因此 在 热平衡 辐射 过 程 中 , 由 黑洞 和 标量 场 构成 的 整个 系统 的 能 量 、 电 荷 、 角 动 
量 和 粹 的 总 量 保持 不 变 . 


e 量子 守恒 定律 : 在 黑洞 的 热平衡 辐射 过 程 中 , 系统 的 总 能 量 、 总 电荷 、 总 
角 动 量 和 总 炉 都 是 守恒 的 . 


84.3.4 ie. BSR 


ET RWLAREBZAN. THEMES X13. 当 标 量 场 的 质量 jio = ON, 
A,B,e 分 别 与 一 m, 一 s, -aiat A, EF RW AAR. ABET RoW. Ty 
是 离散 的 , 即 为 整数 . REAM BING) Z RRM, 而 散射 态 的 谱 是 连续 的 . 

事实 上 , 方程 (4.3.20) 是 一 对 推广 的 热力 学 第 二 定律 的 量子 形式 . 积分 这 个 方 
程 可 以 得 到 黑洞 的 量子 粹 ， 


dj T Bekenstein-Hawking 3j $4 = As/4 = rA+, EF RW FA TABS, = 
S4 / (471), 所 以 有 Bekenstein-Hawking 关 系 式 (选取 积分 常数 C+ = 0): 


T SERE 
INS DOCTORAL BN REA! 
BL m LLL AR AX. 3 


S,=nW, = A,/4. (4.3.22) 


Fy 12 (4.3.22) t 9122 X tj Bekenstein-HawkingW A Mt LAR TSTMS HH 
8, 换 而 言 之 , 4 e OR ET ET 893-13. 


从 Hawking 辐 射 的 热 谱 
1 tu 一 mt, x eo, 


———, W= 
ed4rr+ 一 1 2K4 


P, 可 以 推 知 Kerr-Newman 黑 洞 在 视界 和 :上 分 别 有 一 个 局 部 温度 T = x1/(20) = 
人/r， 如 果 人 们 接受 表面 引力 k+ = 士 E/(r + o2) 的 温度 阐释 的 话 , 那么 外 视界 
IG GR 是正 的 , 而 内 视界 上 的 温度 人 为 负 的 . 这 意味 着 外 视界 是 正常 的 正 
温 系 统 ， 内 视界 是 反常 的 负 温 系统 负 温 度 的 定义 与 通常 热力 学 对 温度 的 定 
XT = 606/05 是 一 致 的 , 与 黑洞 有 负 的 比 热 也 不 矛盾 . 


在 这 一 节 中 , 我 们 把 关于 外 视界 上 的 许多 结果 都 推广 到 内 视界 上 . 如 果 - 
整个 时 空 是 由 Kerr-Newman 线 元 描述 的 话 , 则 在 内 (Cauchy) 视 界 上 应 该 有 内 辐 
Ht (Hawking Adk”). 这 一 节 提 供 了 黑洞 粹 起 源 的 一 个 较 好 的 解释 , 即 经 典 的 黑洞 
BERT ERR HEF HEFT MB. 如 果 Kerr-Newman 黑 洞 果 真有 两 套 温 度 和 闹 
的 , 那么 该 如 何 解释 它们 呢 ? 一 种 可 能 的 建议 认为 Kerr-Newman 黑 洞 是 一 个 双 能 
级 的 复合 热力 学 系统 , 在 内 、 外 视界 上 各 有 一 个 局 域 温度 . 就 现 有 的 理论 而 言 , 没 
有 先 验 的 理由 排斥 负 温 度 了 _. 


(Na) = 


§4.4 ”Kerr-Sen 黑 洞 中 的 标量 粒子 的 热 辐 射 


本 节 用 Damour-Ruffini-Sannan(DRS) 方 法 考察 Kerr-Sen 黑 洞 上 背景 上 标量 粒子 
的 Hawking 蒸 发 ,表明 Kerr-Sen 黑 洞 与 Kerr-Newman 黑 洞 在 量子 热效应 上 有 相似 
的 特征 . DRS 方 法 只 需要 求 存 在 一 个 未 来 视界 , 与 导致 这 个 视界 形成 的 过 程 的 动 
力学 细节 完全 无 关 . 这 个 方法 假定 了 在 复 化 的 流 形 上 波 孟 数 的 解析 特征 . 

第 二 章 已 经 研究 了 Kerr-Sen 时 空中 质量 为 ho、 带 电荷 e 的 复 标 量 场 方程 的 精 


确 解 , 表明 其 分 离 交 量 后 的 径 向 部 分 和 和 角 向 部 分 均 可 化 为 广义 自 旋 权重 的 椭 球 波 
方程 , 即 合流 的 Heun 方 程 . 


在 分 离 变 量 下 (tm 80, y) = R(r)SE olka, Oe" “9 E, Klein-Gordon% 42 4442 
向 部 分 为 


aE | 
P "BT UP Er F 
C dq [akin 4 


Em. 
E) LUC LEM AT ESSET t8] 


Rand A AM GRdSHawkingiSdi— DRSAGE 6 


O9 [A0. R(r)]| + cua — uer? + 20r +a”) 一 入 十 2mau) Rir)=0, (4.4.1) 


式 中 为 分 离 变量 常数 . K(r) = w(r?--2br -a?) - eQr — ma, A — r? -2(b— M)r 4 
a? =(r—rs)(r-—r_), r4 = M — be, €= {M — b} — @, b = Q?/2M. 
方程 (4.4.1) 可 改写 为 


ð | A0, R(r)] + pe + kA + 2Dr — A R(r) =0, (4.4.2) 


AF OFA = 2Mw — eQ, D = Av — Mpg, k = fw? — uz (假定 w > uo). 为 方便 
后 面 的 讨论 起 见 , 我 们 引入 记号 eB = A(M — b) — ma, Wi = (A+ B)/2. 


方程 (4.4.2) 在 正则 奇 点 r = rj 处 的 指标 分 别 为 iWV fe RW, E48 6 CR 
数 尺 (7) 在 内 、 外 视界 处 有 如 下 的 渐 近 行为 : 


ud eeu) es. Te) 
Rec Can (44.3) 


在 作 代 换 R(7) = (r — r,y(^*BP2(r — p y(^-BP? F(r)j$, 可 以 把 关于 RR(7) 的 方 
程 (4.4.2) 变 换 为 关于 所 (7) 的 具有 虚 的 自 旋 权重 为 4、 推 动 权重 为 iB 的 修正 的 广义 
椭 球 波 方程 [163]: 
Ad? F(r) + 2fieB + (1-- iA) (r — M +b) F(r) 
-[k^^ + 2Dr iA — A] F(r) 2 0. (4.4.4) 
方程 (4.4.4) 在 奇 点 r = ru Ab 89 48 48273129 p, = 0, -2iW fep. = 0, —2iW.. 


在 每 一 奇 点 附近 有 两 个 线性 无 关 的 解 一 合流 Heun 函 数 , 在 无 穷 远 处 , R(ry Hit 
形 Ketik, 


FORA RAR Mr, <r < co 上 从 视界 r; 发 出 的 出 射 波 . 按照 DRS 方 法 ， 
ZAER BAT DOU — M(t, Op) A BMRB = DL (tr 0, gear, = 
Pe, (6,7, 9, o) 3e B ae: 


BS" = C[n(r — ry) OS, + (ry — r)872, e], (4.4.5) 
AYP n(z) 2938 F 1 BEY RK BH, C 为 归 一 化 因子 . 
Br riit, 出 射 波 分 量 Bo dedos 有 渐 近 行为 : 


CRI T. ME sue ua 
(9) Mb Ge X 
mm, DOG EOR AL DESLR PATTON 
6 NM 四 章 1& A T i Hawking 4% 射 一 一 DRSz 法 
am, — alr- 74) Sh (ka er, (rry) 
qo — e(r — r) SF o(ka,0)e me79— (r— r4) — (44.6) 


E PK AS OPT 不 能 直接 从 r+ <r < co 延 拓 到 r- < r < ry, 但 它 可 沿 单位 
Br = ry 一 各 的 下 半 复 r- 平 面 解析 延 拓 为 位 于 事件 视界 r+ 内 的 出 射 波 盏 ?由 ， 


r—r,—3(r,-— re^". 


通过 这 样 的 解析 延 拓 处 理 后 有 
Bo ~ elr — ra) *S; olka, )e me wn | (4.4.7) 
由 于 出 现 了 一 个 差别 因子 (7 — ry) 7,3499 5o 相差 一 个 乘 
dere. 则 可 得 到 标量 波 在 事件 视界 的 相对 散射 几率 为 
Men * gn Ws (4.4.8) 
和 温度 为 了 = k/2r 的 热 辐射 谱 
WN) = 人 = um Wes SERS ayy 


HPN = a/ A, = a/2Mr,, ® = Qr, /A, = Q/2M = b/Q Fu = ef A = (r4 — 
NM 十 四 /2M7r+ 分 别 为 视界 上 的 角速度 、 静 电势 和 表面 引力 ,4+ =r} +2br} o^ = 
2Mr+ 为 约 化 的 外 视界 面积 . 


从 黑体 辐射 谱 (4.4.9) 可 以 看 出 , 它 与 标量 场 方程 在 视界 r+ 处 的 指标 有 关 . 该 
热 谱 表明 尽管 Kerr-Sen 的 几何 性 质 类 人 羽 于 Kerr 黑 洞 但 它 的 重子 热 性 质 却 与 Kerr- 
Newman 黑 洞 相似 , 相应 地 , 对 于 Kerr-Sen 黑 洞 , 人 们 可 以 建立 与 Kerr-Newman 黑 
洞 非 常 类 似 的 热力 学 四 定律 . 因此 , 扭曲 的 Kerr 黑 洞 在 几何 特征 上 类 似 于 Kerr 解 ， 
但 在 量子 热效应 和 热力 学 四 定律 方面 却 与 Kerr-Newman 黑 洞 非常 相似 . 
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第 五 章 动态 黑洞 的 量子 热效应 
一 概论 


“动态 黑洞 育 与 生态 黑洞 
A ADE FR”. 


$5.1 MÈ 


我 们 已 经 看 到 , 不 仅 所 有 的 稳 态 黑洞 都 有 温度 ,而 且 一 切 具 有 视界 的 稳 态 时 空 
都 有 热效应 . 但 是 , 实际 的 黑洞 都 不 是 稳 态 的 , 它们 总 会 与 外 界 交 换 物 质 , 不 停 地 
从 外 界 吸 收 辐射 、 尘 埃 等 , 还 不 断 向 外 发 射 热 辐射 . 那 种 不 随时 间 变 化 的 稳 态 黑 
洞 只 是 一 种 理想 情况 , 真实 的 黑洞 都 在 不 断 地 吸收 和 辐射 , 对 于 转动 和 带电 的 黑 
洞 , 它们 还 会 向 外 发 出 非 热 辐射 . 因此 真实 黑洞 的 质量 、 电 荷 和 角 动 量 都 在 不 停 
地 变化 着 . 在 本 文中 , 我 们 考虑 的 动态 黑洞 是 其 参数 随时 间 而 演化 的 黑洞 . 


探讨 这 些 不 断 变 化 着 的 非 稳 态 黑洞 的 热 性 质 , 遇 到 了 很 大 的 困难 . 研究 稳 态 
黑洞 的 热 性 质 , 我 们 已 经 有 了 许多 方法 , 例如 Bogliubov 变 换 、 路 径 积 分 、Green 
函数 、 解 析 延 拓 等 等 . 但 是 , 使 用 上 述 方法 时 都 要 预先 假定 黑洞 与 外 界 处 于 热乎 
衡 状 态 中 , 而 非 稳 态 黑洞 并 不 满足 这 一 假设 . PDA, 上 述 方法 都 不 能 直接 用 来 研 
究 动态 黑洞 的 热 性 质 . 为 此 , 一 些 复杂 的 近似 方法 被 建立 起 来 , CMARITHA 
严密 , 而 且 仅 能 用 于 研究 渐 近 平 直 时 空中 的 球 对 称 动态 黑洞 . 近年 来 , 赵 峥 [51] 等 
建议 了 一 个 行 之 有 效 的 新 方法 一 广义 乌龟 坐标 变换 法 , 可 以 简便 快速 地 研究 各 
ft AES AS X UE a A CL, 而 且 能 用 来 研究 各 种 形状 的 非 稳 态 黑洞 , 甚至 那些 表面 
各 点 温度 不 同 的 非 平衡 黑洞 . 最 近 我 们 在 研究 动态 黑洞 的 量子 热效应 的 一 系列 工 
作 [270-283] 中 , 进一步 发 展 并 完善 了 这 一 方法 , 使 之 形成 了 一 个 完整 的 体系 ,不仅 
可 以 适用 于 讨论 任何 动态 黑洞 的 Hawking 效 应 , 而 且 完 全 可 以 用 于 研究 任意 自 旋 
粒子 在 各 种 黑洞 中 的 Hawking 辐射 . 


本 文 后 面 几 章 的 内 容 主 要 是 介绍 广义 乌龟 坐标 变换 法 在 研究 动态 黑洞 的 量 
子 热效应 中 的 应 用 . 我 们 发 现在 球 对 称 动态 黑洞 中 高 自 旋 粒子 的 Hawking 辐 身 
在 超前 的 Eddington-Finkelstein(EF) 坐 标 系 中 是 不 对 称 的 [275-278], 而 且 严 格 证 
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明 这 类 黑洞 不 存在 任何 新 的 量子 能 层 效 应 . 对 于 动态 Kerr(-Newman) 黑洞 , 我 
们 证 明 有 新 的 量子 效应 一 自 旋 -转动 耦合 效应 [270-274. 类 似 地 , 对 于 任意 加 
速 的 Kinnersley 导 洞 ,我们 表明 有 自 旋 -加 速 耦 合 效 应 存在 [283], 该 效应 中 黑洞 的 
加 速 是 由 角 向 形变 引起 . 在 我 们 讨论 这 些 问 题 之 前 , 先 简要 地 回顾 一 下 动态 黑 
洞 的 一 些 有 关 基 本 知识 , 然后 重点 介绍 在 研究 动态 黑洞 量子 热效应 中 赵峰 E 等 
对 Damour-Ruffini-Sannan (DRS) 方 法 的 推广 , 即 他 们 建议 的 广义 乌龟 坐 标 变换 
法 (GTCT). 


§5.2 ”黑洞 与 视界 


在 相对 论 中 黑洞 被 定义 为 光 信 号 不 能 跑 出 去 的 时 空 区 域 . Penrose 和 Hawking 
[284, 285] 等 用 整体 微分 几何 给 出 了 一 个 严格 的 黑洞 定义 , 可 称 为 黑洞 的 “整体 定 
x^ 或 《几何 定义 ” ， 


上 述 定 义 是 目前 认为 最 严格 的 黑洞 定义 . 然而 此 定义 很 难 用 于 黑洞 物理 性 质 
的 研究 , 原因 是 这 个 定义 太 数学 化 ( 太 理 想 化 ) 了 , 在 天 体 物 理学 的 研究 中 难以 应 
用 . 


Rit, 依据 上 述 定 义 不 难 看 出 , 作为 黑洞 边界 的 事件 视界 是 一 张骞 曲面 , m B. 
是 一 张 具有 该 时 空 对 称 性 的 零 曲 面 . 例如 , 对 于 稳 态 时 空 , 作为 视界 的 零 曲面 不 应 
随时 间 变 化 . 对 于 轴 对 称 时 空 , 视界 应 该 是 轴 对 称 的 . 这 就 区 分 了 作为 视界 的 罕 曲 
面 与 其 它 非 视界 的 寒 曲面 (如 光波 的 波 前 ). 因此 我 们 应 用 零 曲 面 方 程 和 稳 态 时 空 
的 对 称 性 , 可 以 定义 稳 态 时 空中 的 视界 . 视界 包围 的 区 域 就 是 黑洞 , 任何 信号 都 不 
能 从 那里 逃 到 视界 之 外 . 


黑洞 最 基本 的 特征 是 “ 黑 ?"， 而 “ 黑 " 与 “ 热 " 是 有 必然 联系 的 . 黑洞 最 根本 的 性 
质 是 它 的 热 辐射 , X Hawking 一 Unruh 效 应 . 赵 峥 等 [51] 已 经 证 明了 , 只 要 有 视界 ， 
而 且 它 的 表面 引力 k 大 于 零 , 就 一 定 有 热 辐射 自视 界 产 生 , 其 温度 正比 于 k. TR, 
热 辐 射 是 黑洞 最 普遍 、 最 本 质 的 属性 , 这 种 属性 是 与 黑洞 的 “ 黑 " 相 一 致 的 ， 所 
iH X^, 就 是 无 光 , 即 失去 信息 . 热 辐射 (黑体 辐射 ) 是 会 信息 最 少 的 辐射 . 通过 热 
辐射 , 我 们 除去 知道 辐射 源 的 温度 外 , 几乎 得 不 到 其 它 信息 . 
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从 以 上 分 析 可 以 看 出 , 黑洞 和 视界 最 主要 的 特征 有 两 点 : 


(1) 作为 黑洞 边界 的 事件 视界 是 零 曲面 ,是 保有 时 空 内 素 对 称 性 的 零 曲面 . 


(2) 黑洞 产生 量子 热 辐射 (Hawking-Unruh 效 应 ), 因而 具有 温度 . 


依据 以 上 两 点 , 赵 峥 [51] 对 黑洞 和 视界 给 出 了 一 个 不 同 于 上 面 的 “整体 定义 ”的 
新 定义 : 


保有 时 空 内 课 对 称 性 且 产 生 量 子 热效应 的 零 超 曲面 , 称 为 局 域 视界 . 
此 边界 所 包 国 的 、 热 辐射 来 源 方向 的 时 空 区 称 为 黑洞 . 


此 定义 可 称 为 黑洞 和 视界 的 4 局 域 定 义 "” 或 “物理 定义 "”. 这 个 定义 的 范 国 比 “ 南 
WEL ER, 包含 了 所 有 “整体 定义 ?的 黑洞 和 视界 , 而 且 还 包含 那些 使 用 整体 定 
义 比 较 困 难 的 情况 , 例如 Rindler 时 空 和 一 些 动 态 时 空 等 . 


黑洞 的 几何 定义 在 数学 上 比较 严密 , 而 它 的 物理 定义 更 好 地 表达 了 黑洞 的 物 
理 特征 , 使 用 起 来 更 方便 , 更 切合 实际 . 

非 稳 太 (动态) 黑洞 处 在 不 断 变 化 中 , 它 的 温度 在 变化 , 而 且 表面 各 点 的 温度 未 
必 相 同 . 以 前 关于 稳 态 黑洞 表面 引力 k 是 常数 的 论断 , 是 针对 于 渐 近 平 直 时 空中 的 
稳 态 黑洞 而 言 的 , 对 动态 黑洞 则 无 效 ， 


动态 黑洞 虽然 在 变化 , 但 仍 应 保持 这 两 点 基本 特征 : 


(1) 其 表面 (事件 视界 ) 是 保有 时 空 内 束 对 称 性 的 零 超 曲 面 ， 


(2) 应 有 热 辐射 从 它 的 表面 产生 ， 


与 稳 态 黑洞 不 同 的 是 , 动态 黑洞 视界 位 置 、 形 状 和 表面 温度 会 随时 间 变 化 ， 
表面 各 点 温度 还 有 可 能 不 同 . 抓 住 了 这 些 特征 , 就 可 以 迅速 判断 任何 一 个 动态 时 
空中 是 否 有 事件 视界 , 它 的 位 置 在 何 处 , 以 它 为 表面 的 黑洞 是 否 产 生 热 辐射 , 温度 
是 多 少 , 以 及 如 何 变化 等 等 . 
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85.3 ”动态 时 空 的 事件 视界 

一 般 来 说 , 黑洞 存在 三 个 “类 视界 曲面 ”: 事件 视界 , 表 观 视界 和 类 时 极限 面 (无 
限 红 移 面 ). 对 于 一 般 的 非 球 对 称 的 动态 黑洞 , 这 三 个 特征 曲面 是 互 不 重合 的 . 

l. 事件 视界 


没有 任何 信息 能 够 到 达 类 光 无 穷 远 的 时 空 区 , 称 为 黑洞 区 {( 即 黑洞 内 部 ). 黑洞 
的 边界 , 即 黑洞 区 与 信息 可 到 达 类 光 无 穷 远 的 普通 时 空 区 之 闻 的 边界 , HASH 
视界 (event horizon) [78, 285, 286]. 


这 个 整体 微分 几何 给 事件 视界 下 的 严格 定义 在 弯曲 时 空 量 子 场 论 的 研究 中 不 
好 使 用 , 通常 , 人 们 把 事件 视界 看 作 “ 保 有 时 空 内 素 对 称 性 的 零 超 曲面 ", 或 者 说 其 
母线 线 汇 的 切 矢 场 是 类 光 Killing 失 量 场 的 “ 零 超 曲面 ", 即 它 的 法 矢量 类 光 : 
n"n, = 0, (5.3.1) 
LAER SEL 4 KH A KillingR FY: 
law + by = 0. (5.3.2) 


实际 上 , (5.3.1) 式 只 是 事件 视界 的 必要 条 件 而 非 充分 条 件 . 也 就 是 说 , 事件 视 
界 一 定 是 零 曲 面 , 零 曲面 不 一 定 部 是 事件 视界 . 我 们 可 称 满足 (5.3.1) 与 (5.3.2) 的 视 
界 为 “局 部 事件 视界 " (local event horizon). 通常 ,人 们 用 (5.3.1) 式 来 寻找 事件 视界 . 


2. 表 观 视界 


表面 视界 (apparent horizon) 定 义 为 隐 获 区 的 最 外 边界 面 , 或 者 说 , 对 于 出 射 
光子 的 最 外 陷 获 面 [78, 284]. 在 稳 态 时 空中 , 表 观 视界 总 是 与 事件 视界 重合 . 


表 观 视界 由 类 光 测 地 线 汇 的 膨胀 (expansion) 来 定义 . 膨胀 9 定义 为 9 = l,- x, 
其 中 k = ntl, 在 稳 态 情况 下 , 它 就 是 黑洞 的 表面 引力 . fel! 2I Risk, 满足 


IL, = nFn, — 0, ln, =1. 
表 观 视界 由 旭 二 0 来 定义 , 即 由 表 观 视界 出 发 的 两 族 类 光 测 地 线 汇 的 膨胀 都 是 零 . 
3. 类 时 极限 面 


对 于 稳 态 时 空 , 类 时 极限 面 (TLS) 定 义 为 以 类 时 Killing 秋 量 (98/61)s 为 母线 的 
三 维 超 曲面 在 (0/Bt)* 趋 于 类 光 时 的 极限 面 , 即 满足 gt = 0 的 三 维 超 曲 面 . 对 于 动 
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态 黑洞 , 类 时 极限 面 满足 g,, — 0, Fv = ttr, AREFE AB. 


在 动态 时 空 的 上 述 三 类 特征 面 中 , 最 困难 的 事情 是 确定 其 事件 视界 . 通常 的 
方法 是 采用 York 的 “工作 定义 ”[287]. York 认 为 , 事件 视界 是 光子 的 粘着 面 , KA 
许 光 子 从 这 里 逃 向 远方 , 把 辐射 量 L = —dM /dv 看 作为 小 量 时 , 在 一 级 近似 下 : 1) 
事件 视界 应 严格 类 光 ; 2) 光子 应 长 时 间 涪 留 在 事件 视界 上 . 这 就 是 说 , 事件 视界 由 
条 件 

rou © O, fgg © 0 (5.3.3) 


来 确定 . 具体 计算 时 , 需 采 用 逐次 逼近 法 求 事件 视界 . 但 是 这 个 方法 只 能 近似 地 确 
定 动态 黑洞 的 事件 视界 位 置 . 


赵 峥 建议 了 一 种 新 的 能 够 准确 确定 事件 视界 的 一 般 方法 , 可 用 于 各 种 动态 黑 

洞 . 这 个 方法 的 指导 思想 是 : 在 动态 时 空中 , 事件 视界 仍 应 是 保持 时 空 内 裹 对称 性 

的 零 超 曲面 , 所 以 仍 应 从 零 曲 面 方程 出 发 来 确定 事件 视界 , 以 Vaidya 黑 洞 为 例 , 其 
线 元 为 

ds? = 2Gdv? — 2dvdr — r*(d6? + sin? Ody’) (5.3.4) 


其 中 2G = 1 一 2M(v)/r. 线 元 (5.3.4) 是 Einstein 场 方程 的 一 个 严格 解 , 可 以 用 来 描 
述 存在 辐射 的 动态 球 对 称 黑洞 . 


由 于 时 空 的 球 对 称 性 , 视界 面 作为 特征 曲面 也 应 该 是 球 对 称 的 , PP SOFA 
X, 所 以 在 这 一 时 空中 , 零 曲面 方程 : oO, FO, = 0 可 写成 为 


1 1 
20.FO,F + 2G(0,F)* + — se DLE 2 一 0. 5.3. 
0, FO,F + 2G(0,F) + -z (pF)! + — f" (8, F)' = 0 (5.3.5) 


另 一 方面 , FRH GF = F(r,v) 二 0 可 写成 7 =r(v), 所 以 我 们 有 
dr 


aoe + Ol = 0. (5.3.6) 
将 (5.3.6) 代 入 (5.3.5) 式 可 得 
dr 2M (v) 
2 = 2G = 1 - " 


Vaidya 时 空中 的 事件 视界 就 是 满足 (5.3.7) 式 即 


2T iy 一 2G(rg) 二 1 2M (v)/rg (5.3.8) 
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的 曲面 7 = Tu = 2M/(1 = 2T H.»); Ar — dry /dv 二 Opry = Or /Ov\ 7, - 4E 
洞 随时 间 变 化 不 快 时 , 它 与 用 流行 的 辐射 反作用 (计算 重 整 化 能 动 张 量 ) 法 得 到 的 
ARA. 


以 后 我 们 会 看 到 这 一 结果 可 用 广义 乌龟 坐标 变换 法 通过 不 同 途径 得 到 ,而且 
这 种 方法 适用 于 一 切 动态 黑洞 . 


85.4 广义 乌龟 坐标 变换 法 


动态 黑洞 热 辐射 的 研究 是 一 个 比较 困难 的 事情 . 在 赵 峥 等 人 建议 的 广义 岛 龟 
坐标 变换 法 (GTCT) 出 现 之 前 , 国际 上 比较 流行 的 方法 主要 是 采用 辐射 反作用 法 ， 
即 先 算出 重 整 化 能 动 张 量 的 真空 平均 值 , 然后 计算 黑洞 的 入 射 负 能 流 , 最 后 定 出 
其 辐射 温度 [288, 289]. 这 个 方法 仅 限于 处 理 渐 近 平 直 的 球 对 称 动态 黑洞 ,而且 结 
RA BAA, 


在 研究 动态 黑洞 Hawking 辐 射 的 各 种 方法 中 , 广义 乌龟 坐标 变换 法 (GTCT) 是 
使 用 较 广 并 且 行 之 有 效 的 一 种 局 部 分 析 方 法 .该 方法 最 初 由 Damour 和 Ruffini 
[182] 提出 并 用 于 处 理 静 态 黑洞 和 稳 态 黑洞 中 标量 场 的 量子 热效应 . 后 来 Sannan 
[206] 进一步 发 展 了 这 一 方法 , 使 之 不 仅 能 适用 于 标量 场 情 形 , 而 且 可 以 处 
理 Fermi 子 的 热 辐射 赵 峥 等 [51, 290, 291] 则 将 静态 和 稳 术 情形 下 的 乌龟 坐标 变 
换 推 广 到 非 静 态 和 非 稳 态 情形 , 对 各 种 类 型 黑洞 中 的 标量 场 和 非 静态 球 对 称 黑洞 
中 Dirac 粒 子 的 量子 热效应 作 了 大 量 的 探讨 . 


现在 我 们 来 介绍 赵 峥 等 最 初 提出 的 广义 岛 龟 坐标 变换 法 .从 上 一 章 中 我 
们 已 经 知道 DRS 方 法 是 研究 黑洞 热 辐 射 的 较 有 力 方 法 . 此 方法 导出 黑洞 热 辐射 
谱 的 关键 点 在 于 , 在 乌龟 坐标 r* 变 换 下 , 粒子 的 动力 学 方程 (例如 Klein-Gordon 方 
程 、Dirac 方 程 等 ) 的 径 向 部 分 在 稳 态 时 空 (黑洞 ) 的 事件 视界 附近 都 会 化 成 波动 方 
程 的 标准 形式 


9? " 
ari ox ag! 一 Ü , (5.4.1) 
或 用 超前 的 Eddington-Finkeistein 坐 标 v 表 示 为 
0? 8g? 
— Y +2— Y = 0. .4.2 
Or,” Y vor, pes 


从 这 个 方程 可 得 到 入 射 波 解 和 出 射 波 解 , 其 中 出 射 波 在 视界 上 不 解析 , 可 通过 下 
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半 复 r- 平 面 解析 延 拓 到 视界 内 , 再 用 Feynman 的 散射 理论 就 可 证 明 黑 洞 存在 热 辐 
Kt, 并 最 终 算 出 辐射 谱 为 黑体 谱 和 给 出 黑洞 的 温度 . 


思 洞 最 基本 的 特征 是 , 除去 总 质量 、 总 电荷 和 总 角 动 量 之 外 , 没有 任何 信息 
TAREE. 这 样 的 星体 , 只 能 是 黑体 , 射出 的 只 能 是 具有 Planck 谱 的 平衡 热 辐 射 . 
动态 黑洞 应 该 保留 黑洞 的 热 性 质 这 一 特点 , 应 该 有 平衡 热 辐射 从 它 射 出 , 只 不 过 
温度 随时 间 变 化 . 粒子 动力 学 方程 也 应 在 乌龟 坐标 变换 下 , 在 视界 附近 化 成 波动 
方程 的 标准 形式 . 


在 稳 态 情况 下 , 我 们 可 以 先 用 零 曲 面条 件 定 出 黑洞 的 视界 位 置 rr 和 计算 出 表 
5] ky, 并 构造 乌龟 坐标 


I t=T 
r, =r + z — In| 1i, 


4.3 
27 (5.4.3) 


再 把 它 代入 粒子 的 动力 学 方程 使 之 化 成 波动 方程 的 标准 形式 (5.4.2)， 对 于 动 
SRA, 其 视界 位 置 rjy 随 时 间 变 化 , 它 的 表面 引力 不 代表 温度 . 代表 “温度 ”的 参 
量 Kp(“ 类 表面 引力 ”) 是 未 知 的 , 很 难 求 出 . 因此 可 以 说 , 研究 动态 黑洞 热效应 的 主 
要 困难 就 在 于 求 kf， 如果 不知 道 kp, 就 无 法 构造 乌龟 坐标 , 也 就 无 法 把 粒子 的 动 
力学 方程 在 视界 附近 化 成 (5.4.2) 的 形式 . 


赵 峥 提出 解决 这 一 困难 的 思想 是 可 以 反 过 来 作 处 理 . 稳 态 或 动态 黑洞 既然 
AER, 就 应 有 热 辐射 , 在 正确 的 乌龟 坐标 下 , 粒子 动力 学 方程 就 应 在 视界 
附近 化 成 波动 方程 的 标准 形式 (5.4.2)， LAGE, ery Sey HARKS 
入 乌龟 坐标 , 并 要 求 粒子 动力 学 方程 在 视界 附近 化 成 (5.4.2) 的 形式 , 从 而 自动 定 
Bria kg 4, 并 求 出 热 辐 射 谱 . 这 样 定 出 的 rz 与 由 零 曲 面条 件 得 出 的 完全 一 致 . 
类 似 地 , 这 禅定 出 的 KE 也 与 计算 表面 引力 得 到 的 一 祥 . 


vA Vaidya 3/8 29 49], 我 们 把 kr 作为 一 个 待定 的 A, rg t 2) vtr] —^- f X k 
数 ， 来 构造 乌 &, 坐标 7 Fev, 
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式 中 描述 粒子 逃离 视界 或 趋向 视界 的 运动 , 固定 时 刻 v0 为 粒子 脱离 事件 视界 面 
的 时 刻 . 粒子 脱离 视界 后 , 粒子 与 黑洞 各 自 独立 演化 , 不 再 相互 影响 .注意 上 
式 中 的 ry 与 kp 都 是 未 知 的 ， 事件 视界 rp(v) 是 0 的 函数 ,在 乌龟 坐标 变换 下 要 变 ; 
far jg (vo) 和 KH (vo) 都 是 粒子 脱离 视界 时 刻 的 值 , 虽然 它们 是 未 知 数 , 但 不 是 0 或 "的 
BI, 在 乌龟 坐标 变换 下 它们 保持 不 变 , 都 是 常数 . 
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对 乌龟 坐标 (5.4.4) 进 行 微分 , 可 得 微分 算 符 之 间 的 变换 关系 式 , 具体 见 附录 了 B. 
在 作 了 这 些 变换 后 , 在 视界 附近 Klein-Gordon 方 程 和 Dirac 方 程 等 都 可 化 成 波动 方 
程 的 标准 形式 

g? o? 
最 近 我 们 指出 , 对 于 高 自 旋 的 粒子 , 只 有 同时 考虑 一 阶 方程 和 二 阶 方程 才 是 完全 
自 洽 的 [270, 271, 282]. 


赵 峥 等 [51] 用 共 形 平 直 技术 证 明了 粒子 动力 学 方程 之 所 以 能 化 成 (5.4.1) 的 形 
A, 原因 在 于 二 维 时 空 (t,7,) 在 事件 视界 附近 总 是 显 式 共 形 于 二 维 Minkowski 时 空 . 
此 方法 是 基于 以 下 物理 考虑 而 提出 的 . 在 一 般 稳 态 时 空 的 视界 附近 , Klein-Gordon 
方程 都 能 在 乌龟 坐标 变 撞 下 化 成 平 直 时 空中 无 质量 粒子 波动 方程 的 标准 形式 , 而 
且 总 可 以 利用 这 一 结果 证 明 来 自 黑洞 的 辐射 具有 Planck 谱 . 因此 完全 可 以 推测 , 在 
作 热 辐射 的 动态 黑洞 视界 附近 , Klein-Gordon 方 程 也 能 化 成 平 直 时 空中 的 形式 . 用 
这 一 方法 可 简捷 地 计算 出 动态 黑洞 的 视界 位 置 和 辐射 温度 , 其 一 级 近似 与 前 人 的 
"— 而 采用 York 的 事件 视界 的 工作 定义 和 用 计算 能 动 张 量 真空 平均 值 的 方 
法 只 能 求 得 动态 黑洞 视界 位 置 的 一 级 近似 . 


赵 峥 指出 , 具有 有 限 温度 的 静态 或 稳 态 黑洞 时 空 , 在 乌龟 坐标 变换 下 其 二 维 
线 元 一 定 能 在 视界 附近 显 式 共 形 于 Minkowski 时 空 , 这 是 在 乌龟 坐标 变换 下 Klein- 
Gordon 方 程 在 视界 附近 一 定 能 化 成 平 直 时 空 波动 方程 的 标准 形 式 的 根本 原因 . 
动态 时 空 与 此 类 似 . 如 果 采 用 前 人 算出 的 动态 黑洞 视界 位 置 和 温度 的 一 级 近 
似 , 容易 证 明 在 乌龟 坐标 变换 下 动态 时 空 的 二 维 线 元 在 视界 附近 确实 显 式 共 形 
于 Minkowski 时 空 . 如 果 在 乌龟 坐标 变换 下 令 动 态 时 空 的 二 维 线 元 在 视界 附近 显 
式 共 形 于 Minkowski 时 空 , 就 可 简单 而 准确 地 算出 视界 的 位 置 和 温度 . 用 共 形 平 直 
法 可 以 直 授 算出 动态 黑洞 的 视界 位 置 和 温度 的 精确 值 . 这 种 技术 原则 上 可 用 于 一 
切 动态 黑洞 时 空 , 但 只 是 对 于 球 对 称 动态 黑洞 才 较 为 简捷 . 


由 于 共 形 平 直 技术 的 核心 仍旧 是 要 引入 乌龟 坐标 变换 , 因此 我 们 可 以 认为 这 
个 方法 实际 上 还 是 广义 岛 龟 坐标 变换 法 . 广义 乌龟 坐标 变换 法 自 提 出 之 后 , 已 被 
应 用 于 对 各 种 类 型 黑洞 中 的 标量 场 和 非 静 态 球 对称 黑 洞 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 茹 
发 的 研究 , 获得 了 很 大 的 成 功 . 但 是 这 一 方法 用 于 处 理 轴 对 称 动态 Kerr 黑 洞 或 非 静 
态 非 球 对 称 的 Kinnersley 黑洞 等 一 般 时 空中 Dirac 粒 子 的 Hawking 辐 射 时 , 则 这 到 
了 较 大 的 困难 ,原因 在 于 对 于 一 般 时 空中 的 Dirac 方 程 不 能 直接 事先 进行 分 离 变 量 
处 理 . 
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最 近 , 我 们 利用 广义 乌龟 坐标 变换 法 成 功 地 处 理 了 各 种 动态 黑洞 中 Dirac 粒 子 
等 高 自 旋 粒子 的 Hawking 辐 射 [270-283]. 我 们 克服 这 一 困难 的 方案 是 对 一 阶 方程 
和 二 阶 方程 同时 作 GTCT 处 理 , 然后 利用 一 阶 导 数 之 间 的 关系 式 去 消去 二 阶 方程 
中 的 一 阶 导 数 交 叉 项 , 使 得 作 了 乌龟 坐标 变换 后 的 每 一 个 分 量 满足 的 二 阶 方程 在 
视界 附近 都 是 一 个 可 分 离 变量 的 单一 分 量 的 标准 波动 方程 . 在 文献 [270, 271] 中 ， 
我 们 首先 解决 了 动态 Kerr 黑 洞 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 辐 射 , 发 现 动态 Kerr 黑 洞 
有 新 的 量子 效应 一 自 旋 -转动 耦合 效应 . 这 一 效应 在 我 们 进一步 考虑 光子 ( 自 
旋 为 1) 的 Hawking 辐射 时 进一步 得 到 了 证 实 [272, 273]; 对 于 动态 Kerr-Newman 黑 
洞 , 除了 与 通常 对 应 的 Coulomb 相 互 作用 能 和 转动 能 外 , 也 存在 这 一 类 自 旋 - 转 
5h FFL R[274] 在 文献 [275-277] 中 ,我 们 用 广义 乌 危 坐标 变换 法 重新 考察 了 
动态 球 对 称 黑洞 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 辐 射 , 发 现 对 于 自 旋 1/2 粒 子 的 不 同 分 量 ， 
其 Hawking 辐射 是 不 对 称 的 . 这 一 结论 对 于 光子 等 高 自 旋 粒子 来 说 也 是 成 立 
的 [278]. 另外 我 们 用 了 不 同 的 处 理 方法 证 明 不 存在 与 粒子 质量 有 关 的 所谓 新 的 
量子 能 层 效 应 [276, 277]. 在 文章 [279-282] 中 , 广义 乌龟 坐标 变换 法 也 用 于 处 理 变 
加 速 直线 运动 Kinnersley 黑 洞 中 自 旋 粒子 的 Hawking 辐 射 ; 对 于 作 任 意 加 速 运动 
#9 Kinnersley 黑洞 , 我 们 证 明 Dirac 粒 子 的 Hawking 辐 射 谱 中 存在 有 自 旋 与 角 向 形 
变 加 速 耦 合 的 效应 [283], 而 对 于 直线 加 速 情形 则 没有 这 类 效应 [279-282]. 


这 些 研究 表明 了 广义 乌龟 坐标 变换 法 是 讨论 黑洞 辐射 的 一 个 强 有 力 的 工具 . 
我 们 的 这 些 工 作 进 一 步 完善 了 乌龟 坐标 变换 论 , 标志 着 广义 乌龟 坐标 变换 法 已 
经 形成 了 一 个 比较 完整 的 体系 ,需要 注意 的 是 , 这 个 方法 的 特点 是 对 视界 面 逐 点 
进行 局 部 分 析 , 其 基本 任务 是 要 确定 黑洞 的 局 部 事件 视界 面 方程 、 计 算 黑 洞 的 
表面 引力 和 时 出 粒子 的 热 辐射 谱 . 由 此 可 见 , 用 我 们 进一步 发 展 的 广义 乌龟 坐标 
变换 法 , 不 仅 可 以 讨论 非 静 态 非 球 对 称 任意 加 速 Kinnersley 黑 洞 中 自 旋 为 1/2 粒 子 
f) Hawkingz& A , 以 及 动态 轴 对 称 黑洞 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 辐 射 , 而 且 原则 上 完 
全 可 以 用 它 去 讨论 具有 非 退 化 视界 的 任意 时 空 的 量子 热效应 , 这 一 方法 也 易于 推 
广 去 讨论 任意 自 旋 粒子 的 Hawking 效 应 [282]. 


本 文 的 主要 工作 是 进一步 发 展 这 一 研究 动态 黑洞 的 Hawking 辐 射 的 有 效 工 
具 一 广义 乌龟 坐标 变换 法 , 并 用 以 考察 动态 黑洞 的 量子 热效应 . 在 后 面 的 几 章 中 ， 
我 们 将 依次 考察 Vaidya- 型 黑洞 、 动 态 Kerr 黑 洞 以 及 Kinnersley 黑 洞 的 量子 热效应 ， 
主要 是 研究 这 些 黑洞 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 蒸 发 . 
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— 动态 球 对 称 黑洞 的 量子 
热效应 


“If that 1s the case, the law of 1n- 
teraction between the particles is ap- 
parently asymmetric with respect to 
interchange of past and future, in 
spite of thetr origin in general rel- 
ativity. ” 

D. Finkelstein, 1958 


§6.1 标量 粒子 的 Hawking 效 应 


自从 广义 乌龟 坐标 变换 法 (GTCT) 提 出 后 , 人 们 已 用 这 一 方法 对 动态 球 对 
称 黑洞 一 Vaidya- 型 黑洞 的 量子 热效应 进行 了 大 量 研究 [292-309]， 其 中 以 对 标 
量 粒 子 ( 介 子 ) 的 Hawking 辐 射 的 研究 最 为 成 熟 . 对 旋 量 粒子 (电子 、 中 微 子 ) 的 
Ad, 起 先 人 们 集中 在 考虑 Dirac 旋 量 的 p = 1/2 自 旋 态 上 . 最 近 关 于 Dirac 粒 
Fp = 一 1/2 自 旋 态 的 Hawking 辐 射 引 起 了 人 们 较 大 的 兴趣 [310-316]. 我 们 新 近 的 
工作 [275-278] 表 明 , 只 有 同时 考虑 Dirac 方 程 的 一 阶 形式 和 二 阶 形式 才 是 完全 自 洽 
的 , 而 且 还 发 现在 超前 EF 坐标 系 中 , 并 不 是 所 有 的 Dirac 分 量 都 参与 Hawking 过 程 ， 
即 对 于 高 自 旋 粒 子 的 不 同 分 量 Hawking 辐 射 是 不 对 称 的 . 因而 我 们 的 研究 纠正 了 
前 人 因 和 把 略 了 对 一 阶 方程 的 处 理 而 导致 的 不 正确 结论 . 同样 的 处 理 和 结论 对 于 光 
子 的 Hawking 辐 射 也 完全 成 立 . 


在 超前 的 Eddington-Finkelstein(EF) 坐 标 系 中 , 动态 球 对 称 黑洞 的 线 元 可 写 
为 


ds? = 2dv(Gdv ~ dr) — r?(d0* + sin? Ody’), (6.1.1) 
其 中 2G = 1-—2M/r — Ar?/3, JJ EMAR I] ve BR, 人 为 宇宙 学 和 常数. 


在 Vaidya- 型 时 空中 , Klein-Gordon 方 程 : (O + u2)9 = 0 的 明显 表达 式 为 
[277 a2, + & (2r* G0.) + 2rd, + 0j + cot 005 + —y-0? — mor] =0. (6.1.2) 
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在 分 离 变量 更 = Ro T)Y mb pE, 角 向 部 分 为 通常 的 球 谐 函数 , 而 径 向 方程 成 
为 : 


[2r (87. + GO?) + (4rG + 277G,,)0, + 2rd, — £(£--1) — us? R — 0, (6.1.3) 
式 中 jo 为 粒子 的 静 质 量 , {为 粒子 的 轨道 角 动 量 量子 数 . 
引入 广义 乌龟 坐标 


1 
Ts =r 十 5, nr — "n(v)]; Ve = V — Up, (6.1.4) 


A Pry 二 TH(V) 为 黑洞 的 事件 视界 , s = (v) 9 Ar 609 DRUG AC. 在 乌龟 坐标 
变换 下 ， V0 与 & 均 是 常数 . 


在 乌龟 坐标 变 摘 (6.1.4) 下 , 方程 (6.1.3) 在 乘 以 2k(7 一 ry) 并 取 r rp (vo)fev 一 
vo 极限 后 变 成 
A 0? o" 
D. T G(r) — 2r n | ra + ARCU. 
E) es E] AIR =0. (6.1.5) 
从 上 一 章 中 T 出 $5 3I dg 7; f&: 2G (riz) 一 2T Hv; 可 知 上 式 中 的 系 数 4 是 一 
个 0/0- 型 不 定式 , AL’ H6spital 法 则 可 求 得 其 结果 为 


+|/-A+2G,(ru) + 


y 
A= lim AG 789) Log (ry). (6.1.6) 
wn COTTE 


将 系数 4 代入 (6.1.5), 并 利用 视界 面 方 程 2G(rp) = 2rrs 可 得 到 


Cr-(7rF) Q? 
p  2G(rg)] oi^ +2 


g? 2G (ri) ð 
uT TH Or, 


调节 方程 (6.1.7) 中 二 阶 导 数 项 的 系数 使 其 比例 为 1 : 2, 即 令 
G (rH) 
K 


R=0. (6.1.7) 


+ 2G (riz) = Í ; 


可 以 得 出 视界 的 表面 引力 (温度 ) 为 

| Gern) _ Geri) 
^ 1-2G(rp 1-2rg, 
与 此 同时 , 在 这 样 选取 了 待定 系数 k 后 , 可 使 方程 (6.1.7) 在 视界 附近 化 成 波动 方程 
的 标准 形式 


K (6.1.8) 


—————— i ———  ———— 
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9? 9? ð 
galt + gE + Cox -R = 0, (6.1.9) 


其 中 Co = G(ri)/ri = rite / Ti. 


事实 上 如 果 我 们 事先 不 对 于 作 分 离 变 量 处 理 , 而 是 直接 对 方程 (6.1.2) 作 
类 似 的 GTCT 处 理 , 考虑 到 其 角 向 部 分 为 球 谐 函数 ， METE EEr) = 
R(w,,r.) Yos (0, VS, 同样 可 得 到 波 浮 数 别 满足 的 视界 附近 的 标准 形式 的 波动 方 
£2 (6.1.9). 


r3 (6.1.9)P — Er 31-3 2- R9 85 E Ca 26 — ^ TRU] F, 这 一 点 容易 从 下 面 
的 讨论 中 可 以 看 出 ， 如 果 我 们 对 径 向 7r 1€ (6.1.3)4E E ERR, r) = r^! p(v,r), 
则 可 得 到 


[2r? (87. + GO? +G rô) — 2rGr — ((£-- 1) — uir" ] p = 0. (6.1.10) 
X 32 (6.1.10) AGS €, 4 X c 3 (6.1.4) JE A i TL TALIS RM 
A 9? a? 
{= 十 r5 [4G(rg) = rnal) sa? + 2ra g ao? 
+[-A+2rhG,(ru)] p=, (6.1.11) 


其 中 系数 4 为 不 定式 , 其 结果 为 


YG 
A= lim 2 —22r4G (rg) = THA. 
ww TOTH 
调节 参数 kr 可 使 方程 (6.1.11) 在 视界 附近 化 成 标准 形式 的 波动 方程 


e e 
ara? + 3, gu P =O 
因此 方程 (6.1.9) 与 (6.1.12) 仅 相差 一 个 阻尼 因子 项 , 而 它 可 通过 变量 代 换 消去 . 


(6.1.12) 


A 12(6.1.9)22 27 & RERU, Tr) = R(r.)e ^" RM 
RY = iw —Cy)R’, (6.1.13) 
可 得 其 入 射 波 解 和 出 射 波 解 分 别 为 
Ri = e "v ; 


R“ (r > rir) = eg iY eli Co)r. (6.1.14) 
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因为 在 视界 附近 有 rT ~ d-In(r — rg), 所 以 入 射 波 解 是 正则 的 , 而 出 射 波 解 在 
视界 7 二 Tj 上 是 不 解析 的 , 但 是 我 们 可 以 通过 下 半 复 Tf- 平面 


(r - ri) (rg — rje” 


把 它 解析 延 拓 到 黑洞 内 部 为 
Rout (r < rir) - p 99v» e? (io - Co)r. eit Co/ & omn 
— pout (r > Ty )ei7 neres (6. 1.15) 
于 是 出 射 波 在 视界 上 的 相对 散射 几率 为 
out |» 
RUP gramen. (6.1.16) 
pout 


按照 Damonr-Ru 征 ni-Sannan 建 议 的 DRS 方 法 , 容易 求 出 标量 粒子 从 黑洞 事件 视界 
发 射 的 热 辐 射 Bose 谱 为 


(Ni) & (6.1.17) 


1 
ev/TH —]" 
其 中 Hawking 温 度 为 
k 1 Mrr- Art /3 
2T ÁmTH Mri = Ari, /6 l 


(6.1.17) APP A Planck € 4& £841 1 Bose. 此 式 中 的 温度 Kk 是 ww 的 函数 , 随时 间 
而 变化 . ug 为 辐射 粒子 脱离 黑 润 表面 的 时 刻 , 它 描述 黑洞 的 演化 , 而 u 描 述 脱离 黑洞 
后 辐射 粒子 的 运动 


事实 上 可 以 不 利用 零 曲 面 方 程 ， 而 直接 要 求 方程 (6.1. .5) 或 (6 1.11) 在 视界 
附近 化 成 波动 方程 的 标准 形式 , PERO SRLS RRA 一 
ruloo) fv > vo 时 趋 于 1 : 2, 就 可 以 同时 定 出 rp 与 K. 由 于 系数 4 或 4 是 一 个 不 定 
式 ， 其 分 母 在 r > ry(v), v 一 vo 时 趋 于 零 ， 必 然 要 求 其 分 子 也 同时 趋 于 零 , 这 
就 给 出 视界 面 方程 , 从 而 定 出 事件 视界 rp 的 位 置 . 由 于 要 使 二 阶 导 数 项 的 系数 比 
为 1 : 2, 这 就 要 求 适 当 调 节 参 数 k, 即 定 出 黑洞 温度 T7 = K/(27) 的 值 . 


另外 , 如果 把 广义 乌龟 坐标 变换 法 应 用 于 零 超 曲 面 F(ur) = 0 满足 的 方 
£29", F0,F = 0, 


Ig = 


(6.1.18) 


1 1 
20, F3 F + 2G(0.F)? + x (Py 4 3 Ook)” =0, (6.1.19) 


voy ty a 
^ 


FEM 
a | 
M) [XX [ORAL DISP LIP oN 
Oma ne AIR TAGE TE HF 


IB Esc JA 
Pon} oe jy 1 


i‘, U 


可 得 出 
ð 
[2G (ru) 一 27zro| md ) — 0, (6.1.20) 


由 于 零 超 曲面 有 非 平凡 解 的 条 件 是 方程 (6.1.20) 方 括号 中 的 系数 为 零 , 这 就 给 出 视 
界面 方程 


2G(rg) SA 2T Hy en. (6.1.21) 


在 后 面 的 章节 中 , 我 们 将 会 看 到 用 广义 乌龟 坐标 变换 法 , 可 以 而 且 应 该 能 从 
男 外 不 同 的 途径 导出 视界 面 的 方程 (6.1.21). 


从 (6.1.21) 和 (6.1.8) 式 可 以 看 出 Vaidya- 型 黑洞 的 半径 rg 和 温度 Ti = &/(27) 都 
随时 间 变 化 , 但 在 任何 一 个 确定 的 时 刻 , 黑洞 表面 各 点 的 温度 都 是 相同 的 . 
Vaidya- 型 黑洞 在 演化 过 程 中 , 始终 保持 球 对 称 性 , 不 仅 其 形状 为 球形 , 而 且 温 
度 也 是 球 对 称 的 , 与 方位 角 9 和 wp 无 关 . 当 Vaidya 黑 洞 不 随时 间 变 化 , 即 它 退 化 
为 Schwarzschild 黑 洞 时 , 其 视界 半径 和 温度 的 表达 式 都 回 到 是 常数 的 情况 . 


86.2 ”不 对 称 的 Hawking 辐 射 (一 ) — 旋 量 粒子 


本 节 利 用 广义 岛 龟 坐标 变换 法 (GTCT) 者 察 Vaidya- 型 球 对 称 黑洞 中 Dirac 粒 子 
的 Hawking 辐射 . 我 们 同时 考虑 Dirac 方 程 的 一 阶 形式 和 二 阶 形式 在 视界 附近 的 极 
限 形式 , 因为 Dirac 旋 量 应 该 同时 满足 它们 . 从 前 者 可 以 得 到 视界 面 方程 , 而 从 后 
者 可 以 导出 Hawking 辐射 温度 和 电子 的 热 辐射 谱 . 我 们 严格 证 明 Hawking 辐 射 对 
于 Dirac 旋 量 的 (中 ,2) 分 量 是 不 存在 的 , (Pa Q1) 分 量 矢 与 Hawking 过 程 . 这 种 
不 同 旋 量 分 量 的 Hawking 辐射 的 不 对 称 性 的 起 源 可 能 来 自 于 在 超前 EF 坐标 系 中 
时 空 的 过 去 -未 来 不 对 称 性 [317]. 


do RRB REAM, 自 旋 为 1/2、 质 量 为 jo 粒子 的 动力 学 行为 由 四 个 辜 合 
的 Chandrasekhar-Dirac 方 程 [5] 描 述 , 其 旋 量 形式 在 Newrman-Penirose 表 述 中 可 写 为 


(D +€- gFi + (8 - 5 = FG, 


tHo 
V2 


(D +é — p)G; - (6+ $* — a*)Gi = yg. 


Otu —3)6i — (6+ £* — 7)G, = ^ . (6.2.1) 


(A c p — y)Fa o (6 - B — TI = G2, 
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为 了 在 Vaidya- 型 时 空 (6.1.1) 中 轨 出 Dirac 方 程 的 明显 表达 式 , 我 们 建立 一 个 复 
FITR (1, n, m, HH} 使 它们 满足 正 交 条 件 1.n = -m m= 1. 我 们 选择 协 变 的 1- 形 
式 基 为 


l= dv, m = 5 (6 + isin Ody) 
n=Gdv-dr, m= g — isin fdo), (6.2.2) 
相应 的 方向 导数 为 
1 2 
D --ó,., 6 — ay + =e) 
= 1 i 
A=0,+G0,, ô= m” — = 99) (6.2.3) 
不 难 求 出 在 上 述 零 标 架 中 不 为 零 的 Newman-Penrose(NP) 旋 系数 为 
1 G Cr dG |... coté 
du Pl MMC a “T 28r uS 
将 所 需 的 NP 旋 系数 插入 方程 (6.2.1) 后 , 我 们 得 到 
1 1 um 
一 (@ + "I QUE ya, n = Ja" ; 
1 1 t tho 
Jr ala Jor Fa jot — ao? 
l at tHo 
— (8, 十 -)6. — Var Fe Ly Gi = 一 
3,3 D 01 = EnG» = AF (6.2.5) 
其 中 我 们 定义 了 如 下 算 符 : 


D= 2r^(8, 十 GO, ) + (r°G),, 
i 
T ose = Op 4 n cot 0 -— sin” 
t 一 e 
Li = 0g + ncot + 9 Op - 


进一步 作 代 换 
=V2rF,, P =P, Qi 2Gi, Qi 2 V2rGs 
后 产生 方程 


3 [^ UU a 


m jn 下 Ai 人 At 
sr ESPERE a E X ARRAS AFAR 


—O,P, + £p P. = iptorQ), , DP, + Lh SP = iporQ» , 
—0.Q, — L! Qı = ior P2, DQ, — Li = tipor Pi. (6.2.6) 


显然 将 Qi Qo SAPS, 一 Pr 等 同 后 , Chandrasekhar-Dirac 方程 (6.2.6) 仍 然 
可 以 被 满足 ， 所 以 只 需 处 理 一 对 TEP, Pz) BPT. 现在 我 们 分 离 变量 如 下 : 


P, = Ry(v,r)51(8,¢), P= Ro(v,r)S2(6,¢), 
Qi = Ro(v,r)31(06,v), | Qo = Ril(v,r)S2(9, 9) , 
这 样 就 可 以 将 方程 (6.2.6) 退 耦 为 径 向 部 分 
O,R, = (A—ipor) i5, DR = (At ipor) Ry (6.2.7) 
DLL 
Lisi = -AS2, Lis = ASi, (6.2.8) 


式 中 入 二 《十 1/2 是 一 个 分 离 变量 常数 ， 通 数 S1(9,p) 和 52(9, pp) 分 别 是 自 旋 权 
*p-i1/2€ Y SY, (0,0), 它们 满足 下 述 方程 [187, 190] 
2ip cos 0 


1 
: g 
—p' cot 0 + p+ (£— p)(£ p t 1)],Y m0 p) —0. (6.2.9) 


因为 角 向 方程 (6.2.8) 与 黑洞 的 热 辐 射 没 有 关系 , 所 以 人 们 只 需 对 径 向 方 
程 (6.2.7) 在 视界 附近 的 行为 感 兴趣 . 由 于 Vaidya- 型 黑洞 是 球 对 称 的 , 作为 一 个 工 
作假 设 , 可 以 引入 上 一 节 中 的 广义 乌龟 坐标 变换 (6.1.4) 如 下 : 


r, =r + z- ln[r = ra(o)], Vs = U— Up, 


其 中 rz = rg(v) 是 事件 视界 的 位 置 , k = k(vo) 是 一 个 可 调节 的 和 参数, 它 在 乌龟 
坐标 变换 下 保持 不 变 . 参数 为 一 个 任意 常数 , 是 粒子 脱离 视界 的 初始 时 刻 . 
Ery, = Brr/6v 是 视界 随时 间 变 化 的 速率 , 描述 黑洞 事件 视界 随时 间 的 演化 , 反 
映 了 在 事件 视界 附近 存在 量子 能 层 


现在 我 们 考虑 方程 (6.2.7) 中 的 局 和 已 在 视界 附近 的 渐 近 行为 . 在 乌龟 坐标 变 
3& (6.1.4) FERT — ry(Vo) 及 Vv > 加 极限 后 , 方程 (6.2.7) 在 视界 附近 的 极限 形式 
可 以 化 为 


人 Y 5 dA 
(e. DOC TORAL SER EAT IG 
WARMER MME Tee 00000000000 B. 


ð 0 
g =h creen) - rus] o - Ra = 0. (6.2.10) 
从 方程 (6.2.10) 中 可 以 看 出 瓦 ;与 rs 无 关 ， 且 在 视界 面 上 是 正则 的 . 因为 ry £0, 


已 2 存在 有 一 个 非 平 凡 解 的 条 件 是 导数 项 过- 已 前 的 系数 为 零 , 即 
2G(ry)— FTH =Q. (6.2.11) 


这 就 是 决定 事件 视界 位 置 的 方程 , 与 前 一 节 得 到 的 结果 完全 一 致 . 由 于 rp 依赖 于 
时 间 vo, 事件 视界 的 位 置 和 黑洞 的 形状 随时 间 变 化 


为 了 考察 自 旋 为 1/2 粒 子 的 Hawking 辐 射 , 需要 考虑 Dirac 方 程 的 二 阶 形式 在 
视界 附近 的 行为 . 直接 计算 给 出 二 阶 径 向 方程 如 下 


[2r (87. + Gd?) + (r?G),.8, 


—(X + ar?) Ri = -2iuor? GR, (6.2.12) 
[2r? (82. + Gd?) + 3(r^G) rð, + 4rd, 
一 (入 十 Hor’) + (r^G)... | R = ipo Rt. (6.2.13) 


给 定 广义 乌龟 坐标 变换 (6.1.4) 并 且 在 取 极 限 r > ry(vo) 和 vw > we, X 
程 (6.2.12) 和 (6.2.13) 的 极限 形式 为 


A Q" 9? 
[5.- + 2G(ru)] s patti + 25 E (6.2.14) 
A ð? 
Lo u 162) y; 2 Qv, jeoy 
2G 
a - T KR = 0, (6.2.15) 
TH Or. 


其 中 我 们 用 了 关系 式 2G(rm) = Pry yA d-R, = 0. 在 上 节 中 我 们 已 求 得 不 定式 系 
HA = 2G (ru), 现在 调节 方程 (6.2.14) 和 (6.2.15) 中 的 系数 k, Ar = G (rp)/[i 一 
2G (ry) RFA 


A 
— 十 2G (rg) =] 


2K 
成 立 , 就 可 以 在 视界 附近 化 方程 (6.2.14) 和 (6.2.15) 为 标准 形式 的 波动 方程 
8? 3? 8 
pi xac women PMS 
8? 9? ð 
3,27 十 ^9r.0 j Ro + Cug Ry = 0, (6.2.17) 
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其 中 系数 Cl? 可 视 为 有 限 实 常数 ， 


1 G 1 
C12 一 可 Cr 人 (ri 十 un 一 3C rn) T 


r 


H v 
TH 


从 方程 (6.2.16) 可 以 知道 六 在 视界 上 是 一 个 常数 , AMAR, = Roe, 
它 意味 着 Hawking 辐 射 对 于 (已 ,@a) 是 不 存在 的 .现在 对 方程 (6.2.17) 按 局 = 
Rar je 的 形式 分 离 变量 , 可 得 到 


Ry = 2(iw — Cio) E, (6.2.18) 
其 一 般 解 为 
Ro = Rye? Cus Ry. (6.2.19) 
方程 (6.2.17) 的 入 射 波 和 出 射 波 分 别 是 
Rin = e-ivw 
R2Y(r > ryg)ze tm eX - cya. (6.2.20) 


采用 DRS 方 法 , STAR FF Xr da de 3E GE 0] 65 PAR RS (r > rg) 从 视界 外 
解析 延 拓 到 视界 内 ， 


Rovt(r < rg) = Ret (r > ryje users, (6.2.21) 
于 是 出 射 波 在 视界 上 的 相对 散射 几率 为 
p © a erol (6.2.22) 
和 Dirac 粒 子 从 黑洞 事件 视界 发 射出 来 的 热 辐 射 Fermi 谱 为 
TATS AD (6.2.23) 


式 中 的 Hawking 温 度 Tr = «/(21)2 I iB] uot HSK, 随时 间 而 变化 . 

比较 标量 粒子 的 热 辐射 Bose 谱 (6.1.17) 和 电子 的 热 辐射 Fermi 谱 (6.2.23), 我 们 
发 现 其 差别 仅 在 于 统计 分 布 的 不 同 , 而 这 是 由 于 它们 遵守 不 同 的 自 旋 统计 法 则 所 
导致 的 . 


本 节 研 究 了 Vaidya- 型 黑洞 的 Hawking 辐 射 , 导出 了 与 前 人 一 致 的 视界 面 方 
程 和 Hawking 辐 射 温度 . 我 们 研究 了 分 离 变量 后 的 Dirac 方 程 的 一 阶 形式 和 二 阶 
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形式 在 视界 附近 的 渐 近 行为 , 发 现 其 一 阶 方程 的 极限 形式 给 Hawking 辐 射 加 
上 了 很 强 的 限制 , 即 ， 不 是 所 有 Dirac 旋 量 分 量 而 仅 只 有 (已 ,Qi) 分 量 参 与 热 辐 
AY. 这 种 四 分 量 旋 量 的 Hawking 辐 射 的 不 对 称 性 可 能 起 源 于 在 超前 Eddington- 
Finkelstein(EF) 坐 标 系 中 时 空 的 过 去 -未 来 不 对 称 性 . 这 一 特点 以 前 没有 报到 
it. 


这 一 节 的 研究 说 明 , 对 于 高 自 旋 粒子 的 Hawking 的 辐射 , 我 们 需要 同时 者 虑 其 
一 阶 方程 和 二 阶 方程 , 只 有 这 样 才 是 自 洽 的 . 如 果 不 考 虑 到 这 一 点 ,就 会 导出 不 正 
56325 X. 


$6.3 ”不 对 称 的 Hawking 辐 射 ( 二 ) 一 光子 情形 


这 一 节 将 考察 Vaiday- 型 黑洞 中 光子 的 热 辐射 , 这 里 所 用 的 方法 与 上 节 完 全 类 
似 , 即 同 时 考虑 Maxwell 方 程 的 一 阶 形式 和 二 阶 形式 在 视界 附近 的 渐 近 行为 , 并 把 
每 一 个 分 量 满足 的 二 阶 方程 化 为 标准 形式 的 波动 方程 . 研究 表明 , 光子 的 热 辐射 
黑体 谱 与 Klein-Gordon 标 量 粒 子 的 完全 一 样 , 但 由 于 一 阶 Maxwell 方 程 的 极限 形式 
对 Hawking 辐 射 所 加 上 的 限制 , 并 非 所 有 的 复 Maxwell 标 量 , $m UA 0927 X RT 
热 辐射 特性 . 我 们 认为 Vaidya- 型 时 空中 不 同 场 分 量 的 Hawking 辐 射 的 不 对 称 性 是 
所 有 高 自 旋 粒子 都 具有 的 一 种 共性 . 
当 和 想 略 自 旋 为 1 的 无 质量 的 检测 粒子 对 背 系 几何 的 反作用 时 , 电磁 场 方程 就 是 


在 Vaidya- 型 时 空 背景 (6.1.1) 中 的 Maxwell 方 程 . 在 Newman-Penrose 表 述 中 , 无 源 
的 Maxwell 方 程 表 为 [5, 230] 


(D — 2p)ó — (ô + ï — 20)óo = —Ró», 
(5 —27)91 - (A + u — 2y)9o = —09», 
(D + 2e — p)» — (6 + 23)ó1 = —Ado, 
(0 +28 — T) — (A + 2u) oi = —vóo. (6.3.1) 


利用 前 一 节 中 建立 的 零 标 架 , 将 所 需 的 旋 系 数 代入 方程 (6.3.1) 后 , 可 以 得 到 


ban 
n 
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P" PCS. 
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(S 
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= 


(0, + 2/r) + abit = 0, 


1 
(D+G,+G/r)dbo— yg, ^h — 0, 


(0, 十 1/r)ga2 十 e = 0, 
l 
Vr 
其 中 算 符 Li, 和 Lt 的 定义 与 上 一 节 一 致 ,但 DD 的 定义 有 所 不 同 , 此 处 为 D = 0,4 G6,. 


通过 代 换 


(D + 2G/r)¢, — Liga = 0, (6.3.2) 


Po =rd, i= V2r29 ; $ = roz 


可 将 方程 (6.3.2) 化 为 
Ori + Lido = 0 ; 2r*(D + G r)®o 一 CC 更， =O, 
2r20,B2 + Lp, 20,  D9,— Lİ, — 0. (6.3.3) 
再 采用 分 离 变 量 方案 


Po = Ro(v,r)So(0,~), 2, = Ri(v,r)S,(0,q), Be = Rz(v,r)S2(0, 9) 
“YASH AZ (6.3.3) 3E 38 29 48:9] ST 27 
Ó.R,--ARQ —0, 27°(D+G,)Ro - AR, =0, 
2r'0.R9 十 AR 20, DR, +AR2.=0 (6.3.4) 
和 角 向 部 分 


£1.99 2 A9,, LS, 一 一 MXSo， 
Losi = AS2 } £18; 一 一 人 91 > (6.3.5) 
其 中 入 = VE(L 十 1) 为 分 离 变量 常数 . 所 有 函数 So(9, o), S1(9,p) 和 52(0,p) 分 别 是 
自 旋 权 重 为 p = 1,0, 一 1 的 失 量 球 谐 函 数 pY ,. (6, v) [187]. 
对 于 Hawking 辐 射 , 我们 只 需 关 心 径 向 方程 (6.3.4) 在 视界 邻 域 的 渐 近 行为 . 


利用 先前 引入 的 乌龟 坐标 变换 (6.1.4), 在 取 r 一 ralou > vo 的 极限 后 , 方 
程 (6.3.4) 在 视界 附近 化 为 
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Q 
jr 2rz (rrrv 一 G)s,. Fo — 0, 


ð 
arin Ra = 0, um = G) 


a 
z = 0. (6.3.6) 


从 方程 (6.3.6) 可 知 ， Ri (r, ) FAP Rey (r FLARE ZED 的 


Ó ð 
因此 , 方程 (6.3.6) 的 一 个 合理 的 解 是 导数 总 -Po 不 为 零 , 给 我 们 留 下 的 要 Fo 存 在 一 
个 非 平凡 解 的 唯一 可 能 性 是 (因为 rjy 0) 


2G (rir) = 2T H v 一 0, (6.3.8) 


而 这 正 是 以 前 导出 的 视界 面 方程 . 这 样 我 们 就 给 出 了 推导 该 方程 的 又 一 方法 . 总 
之 , 利用 广义 乌龟 坐标 变换 法 , 我 们 至 此 已 有 四 种 方法 导出 动态 黑洞 的 事件 视界 . 
这 四 种 方法 给 出 了 一 致 的 结果 , 与 用 零 曲 面 方程 定 出 的 事件 视界 方程 完全 符合 
这 正 是 我 们 所 预期 的 结果 . 


上 面 从 一 阶 Maxwell 方 程 分 离 变 量 后 的 径 向 部 分 的 极限 形式 来 出 了 视界 面 方 
FZ, 对 其 二 阶 形式 采用 类 似 的 操作 , 可 以 导出 Hawking 温 度 和 光子 的 热 辐 射 谱 . A 
接 计 算得 到 二 阶 径 向 方程 如 下 : 


2r? Dee + Gd? +2(G, + Sa] Re + 4rd, Ro 


+(4rG,, + 2r°G,,, — M) Ro = 0, (6.3.9) 
2r* (02. + GO? + GO.) R, — XR = 0, (6.3.10) 
2r^ (02. + GO? 十 27a) Rs -XR xz 0. (6.3.11) 


RA B, €, 4 3$ 3E 4 (6.1.4) H4 ECKE REL, Sr 一 ru(vo)fev > v 时 , 方 
程 (6.3.9)-(6.3.11) 在 事件 视界 r = ry 附近 有 如 下 极限 形式 
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2 2 
= (Lora) B o 


Q 
2 on Onn. t [- A 4G, (ra)] 5 Fe = 0, (6.3.12) 


{ [2 + AG(rg) — 2ra] s 十 x TIS ?G (rig f 

a I + 2rg.) 二 十 AL R, —0, (6.3.13) 
{ [= + 4G (rir) — 2r, 3: 十 ra +[-A+ C) pg 

= [Es + 2r iy) Ja + | Ha —0. (6.3.14) 


在 上 面 的 计算 中 , 我 们 已 利用 了 关系 式 2G(rg) —-2rg,fed-R; = 3-R; —0. X 
程 (6.3.12-6.3.14) 中 的 系数 4 = 2G (7TH) 与 前 两 节 相 同 . 与 前 两 节 的 处 理 一 样 , 我 
们 可 以 调节 参数 使 方程 (6.3.12-6.3.14) 在 视界 附近 化 为 波动 方程 的 标准 形式 


8? o? 0 

(Br T ^9r.Ov. + 2C ar.) P» = Q, (6.3.15) 
9 9 GR. 3 Ry, 

(5,2 Fio (R) O Or, (r) -9 HN 


XT C, = G,(rH). 


从 方程 (6.3.16) 可 知 , Rufe S ARR Sr EX, 是 一 个 常数 . 其 解 (Ri, Ro) ~ 
e 5" 意味 着 Hawking 辐 射 对 于 更 ;和 得 ?是 不 存在 的 . 31 2712(06.3.15) 7B ER = 
Ro(r.)e^""*, 可 以 得 到 


Ro 一 2(iw 一 C1) Ro ; Ro = Ry e 6- Cur» + Roo. (6.3.17) 
入 射 波 解 和 出 射 波 解 分 别 为 
RY PN pT% l 
R9" (r > rg) = eed Cr (6.3.18) 


按照 DRS 方 法 , 可 将 在 视界 r = rg EAE) £I BAT RS (r > rg) 沿 下 半 r- 复 
平面 解析 延 拓 到 视界 内 为 


T EIE 
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Fai BAAS IR IL AG EF) FR R0 : crisis 
Rovt(r < rg) = R? (r > ryje” ete! | (6.3.19) 


出 射 波 在 事件 视界 上 的 相对 散射 几率 和 光子 从 黑洞 事件 视界 上 发 射 的 热 辐 
射 Bose 谱 为 


ut 2 
E — ec-2rw/r (NS) ~ — (6.3.20) 
Ret ETHE = 1 


式 中 的 Hawking 温 度 7p = K/(27) 与 前 面 的 完全 相同 . 


由 于 光子 遵从 Bose-Einstein 统 计 , 热 辐 射 谱 (6.3.20) 表 明 黑 洞 就 像 黑体 一 样 发 
射 辐射 , 可 以 看 到 光子 和 标量 粕 子 的 Hawking 蒸 发 有 相同 的 热 辐射 谱 ， 


这 一 节 的 研究 表明 , 只 有 同时 考虑 一 阶 方程 和 二 阶 方程 才 是 完全 自 洽 的 . 
我 们 再 次 发 现 , 一 阶 方程 的 极限 形式 对 Hawking 效 应 加 上 了 很 强 的 限制 , 因而 不 
是 所 有 的 分 量 , 而 仅 只 有 So 才 具 有 热 辐 射 特征 . 这 种 Maxwell 场 复 标量 的 不 同 分 
量 Hawking 辐 射 的 非 对 称 性 可 能 来 源 于 在 超前 Eddington-Finkelstein 坐 标 系 中 时 
空 的 过 去 -未 来 不 对 称 性 . 我 们 认为 这 是 高 自 旋 粒子 在 Vaidya- 型 球 对 称 黑洞 中 热 
辐射 的 一 个 共同 特征 . 
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本 节 用 广义 乌龟 坐标 变换 法 (GTCT) 研 究 带 电 的 球 对 称 黑 洞 一 Vaidya- 
Bonner-de Sitter 时 空中 带电 的 Dirac 粒 子 和 复 标 量 场 的 Hawking 效 应 . 除去 自 
旋 统 计 的 不 同 外 , 两 者 的 热 辐射 谱 在 形式 上 是 相似 的 . 

在 超前 Eddington-Finkelstein(EF) 坐 标 系 中 , Vaidya-Bonner-de Sitter(VBS) 黑 
洞 的 线 元 已 由 (6.1.1) 式 给 出 , 只 不 过 是 其 中 的 2G = 1 —- 2M/r + Q^ /r? — Ar*/3, £ 
洞 质量 M(v) 和 电荷 Q(v) 随 超前 时 间 v 变 化 . VBS 度 规 和 电磁 势 1- 形 式 


do (6.4.1) 


A= 
满足 Einstein-Maxweljl 方 程 ， 


在 QED 中 , 具有 有 最 小 电磁 耦合 的 相互 作用 由 算 符 9. 作 替换 9 一 D, = 0, 
icA, 492). 具体 到 VBS 时 空 (6.1.1) 中 , 这 样 的 代 换 表现 为 0, 一 Dy = 0, + ieQ/r. 


AR MM SP, 质量 为 Lo 带电 荷 e 的 复 标量 场 满 足协 变 的 Klein-Gordon 方 程 
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1 
(De + po0)® = c2 (/—99"" D,9) + ud = 0, (6.4.2) 


它 在 VBS 时 空 (6.1.1) 中 的 具体 表达 式 为 


[r^ DO, + 0, (r^ D;) + 9.27 G0,) + Og + cot O00 + —; 759. - por |® 


= Us (02. + Gd?) + [( he + 2ieQr]O, + oe 
+0} + cot 89 + —1- p 8, + ieQ — ir" )9 — 0. (6.4.3) 


4224-8 REO = R(v,r)Ya (0, 9)/5, 得 到 的 径 向 方程 


[2r*(82. + Gd?) + (4rG + 2r*G p + 2ieQr)d, 
+2r0, + ieQ — (+1) — pr’ |R =0. (6.4.4) 


对 方程 (6.4.4) 作 与 前 面 几 节 中 完全 相同 的 广义 乌龟 坐标 变换 处 理 , THEA 
视界 附近 化 为 标准 形式 的 波动 方程 
0? 0? 
37 o2" 十 3 Em 
其 中 Go 一 G(ry)/rH 一 THv/TH, Wg = eQ/THÄ Am 能 . 方程 (6.4.5) 也 可 
VA 直接 从 方程 (6.4.3) 作 类 似 处 理 后 ， 经 过 分 离 变量 再 (vs， Ts) = Riva, Ts) Yem(9, y) An 
得 到 . 


2732 (6.4.5) ADB EE R(v,, rs) = R(T.) ERA 


R+2(Co+ iu) BU 0, (6.4.5) 


R" = 2i(w — wo + iC9) R’, (6.4.6) 
其 入 射 波 解 和 出 射流 解 分 别 为 
Rin = grim 
Rr Sra) ee oe (6.4.7) 
将 出 射 波 Foeutfr > rz) 沿 下 半 复 7 平面 解析 延 拓 到 视界 内 为 
Row(r < rg) = Root(r > ryje er-s, (6.4.8) 
按照 Damour-Ruffini-Sannan 建 议 的 方法 , 可 得 到 标量 粒子 的 热 辐射 Bose 谱 为 
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从 热 辐 射 谱 (6.4.9)] 中 可 以 看 出 , Vaidya-Bonner-de Sitter 黑 洞 辐射 带电 粒子 的 
谱 中 仅 多 了 一 项 wo = eQ/ry, 而 它 代 表 Coulomb 相 互 作 用 能 . 

现在 来 研究 带电 的 旋 量 粒子 (例如 电子 ) 的 Hawking 辐 射 ， 在 有 电磁 场 存 在 
的 情况 下 ,， 静 质量 为 ro、 带电 荷 为 e 自 旋 为 1/2 籽 子 的 动力 学 行为 由 四 个 耦合 
t Dirac-Chandrasekhar-Page7 42.4% i& [243]. 4&Newman-Penrosef ip, 其 旋 量 
形式 为 


(D- c— pF ieA Fi (5+7 -a+ ieA mh = 7G, 


(A c — y-- ieA « n)F - (6 - B8 — 7 -ieA -m)F, = 9G, , 


V2 


(D € p+ieAD)G — (5 +7" — a" +ieA. mG = EF, 


(A+ u* — * +ieA - n)G, — (8 -- f* — r+ieA .mG,= 5h . (6.4.10) 


Ae AEG, Go, eQ2H 91 5 F7, — Fr, -eQ F FRR, 就 会 发 现 方程 (6.4.10) 仍 然 
可 以 被 满足 . Dirac 方 程 在 这 种 变换 下 的 不 变性 , 实质 上 就 是 它 的 电荷 共 罗 不 变性 
的 体现 . Dirac 方 程 的 这 种 不 变性 , 意味 着 只 需 处 理 一 对 分 量 ( 玉 , 瑟 ) 即 可 . 


采用 前 面 已 建立 的 零 标 架 , 将 所 需 的 旋 系 数 和 电磁 势 在 零 标 架 上 的 投影 
A-1=0, A-n=Q/r, A-m=A-m=0 (6.4.11) 
代入 方程 (6.4.10), 再 作 代 换 
P=Varh, B=h, Q=Gi, Q= VrQ, 
可 得 到 


—8,P, + LijeP2=iporQi, DP+ £l pP = iporQs, 
—0,Q2 一 £ Qi = iprP,, DQ, — LinQ = ipor D, (6.4.12) 


To HAL o CLE Lewy, S EREDEUER AS J —A2ieQr, 


D = 2r" (8, + GO,) + (r*G) r + 2ieQr . 


方程 (6.4.12) 经 分 离 变 量 


P = R; (v, r) 51 (8, p) : P, = Ra(v, r)S»(8, p) ; 
Qi = Re2(v, 7).91 (0, p) ) Q» = Ry (v, r)54(8, p) 
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ee fae 动态 球 对 称 黑 泪 的 量子 热效应 - 
JG EAS PTET 

O.R, —(A—ipor)R;, DR = (À + ipor)Rı (6.4.13) 
和 和 角 向 部 分 


Li 951 =—AS2, aS = AS, | (6.4.14) 


HP SX XX = 04+ 1/2, S1(9,9) 和 52(9,y) 分 别 是 自 旋 权 重 为 p = 1/248 
Je SE B Bo Y "AC , p). 


对 于 Hawking 效 应 而 言 , 角 向 部 分 与 热 辐 射 无 关 , 故 只 需 关 心 径 向 方程 在 视界 
附近 的 渐 近 行为 . 对 一 阶 径 向 方程 作 类 似 前 面 的 广义 乌龟 坐标 变换 处 理 后 可 得 到 


ð 
-— Ro X 0 ; 2G(ri) = 2T H y . (6.4.15) 


ao ar. 


对 二 阶 的 径 向 方程 


r^ (87. + GO?) R, + [(r?G),, + 2ieQr 
149A T 
rano eo aR - (A? + pêr?) Ri =0, (6.4.16) 
2r (05. + GOs) Re + [3(r^G) r + 2ieQr] 8. R2 + 4rd, Rə 
pod + por 
^? + uer? 
+|(1?G) wr + 2ieQ — (A? + por’)| Ro =0 (6.4.17) 


[2r*Gd, + 2r*8, + (r*G) r + 2ieQr] Re 


作 完 全 类 似 的 处 理 后 产生 
~—— R, +|- A+G,(rn) 
Br Ov. 1 VH 
ioà — perg Ô 
十 Li ma ra Pe fa 
R, =0 (6.4.18) 


A 
lan T 4G (ry) san 2T Hy Br oak 十 了 一 一 一 一 
+ 十 Zakra) 


A 9? 
x met Soh ye Do, 


Ry + { —A + 3G, (riz) 


0? 
Or,QOv, 


A 
[D 十 4G (rg) = 2r iy | Or? Lae + “2 一 一 一 一 


21€Q 十 2G(rir) 149A 十 pera 0 
TH ri (X 十 uri) (2G (ra) — rite] | Or. " 
=(4 + 2G(r jns 9 Rz 
"M 8r2 7 “Or ðv 
2 
P- A30, (r9) + 222 : 2G(ri) ) 2 R =0, (6.4.19) 
H * 


其 中 系数 A = 2G, (ri). der XE Hp CAAT X & A2G(ri) = 2r fe Ry 
— 0. 


再 调节 参数 Fr, 使 方程 (6.4.18) 和 (6.4.19) 中 二 阶 导 数 项 前 面 的 系数 比 为 1 : 2, 可 
得 到 表面 引力 为 


G (ru) m G (rx) 
K-— 1—9G65 7 eG a (6.4.20) 
并 使 方程 (6.4.18) 和 (6.4.19) 在 视界 附近 化 为 
0? ð? 0 
972 T ^ Or. Ov. Ri =0, Bu =0, (6.4.21) 
8? g? 0 22 
o2 十 ^57. 0v, Bo: R» 十 2(C1y2 十 iu) 5 — R = = 0, (6.4. ) 


其 中 mn， Cy jo TAA ARR HK, 
eee Cine CO ODE. 


TH 2 TH 


从 方程 (6.4.21) 可 以 得 知 岂 在 视界 面 上 为 常数 , JEIE RI AER, 之 eR 
着 Hawking 辐 射 对 于 (了 P,Q2) 分 量 是 不 存在 的 . 对 方程 (6.4.22) 则 可 进一步 分 离 变 
R = = Ro(r,)e ww 得 到 
Ry = 2fi(w me wo) = Cij9] Ra ; (6.4.23) ; 
其 一 般 解 为 
Ro = Rp e? 27)- Cia} 十 Rag : (6.4.24) 
因此 方程 (6.4.22) 的 入 射 波 解 和 出 射 波 解 为 
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R? = eg iW. 
RS (r > rg) = e |" ede) Cialr. . (6.4.25) 
经 解析 延 拓 后 在 视界 内 侧 的 出 射 波 解 为 
RQ" (r < rH) = € R9" (r > rg et Cr/2/ & em(w—wo)/n (6.4.26) 


按照 DRS 方 法 , FH & 4 Dirac F 45 BA tah Fermi 2j 


1 K 


与 带电 的 标量 粒子 的 热 辐射 谱 (6.4.9) 相 比 , 除去 自 旋 统计 关系 导致 的 差别 外 ， 
其 谱 形 式 是 一 致 的 , 而 且 相 互 作用 能 只 有 电磁 能 wo 一 项 , 没有 其 它 新 的 量子 效应 . 


§6.5 ”不 存在 新 的 量子 ( 热 ) 能 层 效 应 


在 前 面 几 节 中 , 我 们 分 别 研究 了 动态 球 对 称 黑洞 中 标量 介子 、 电 子 以 及 光 
子 的 Hawking 辐 射 , A JUS T Hh E ze, 其 Hawking 辐 射 对 于 场 的 不 同 分 量 是 
不 对 称 的 ， 我 们 认为 这 种 不 对 称 性 起 源 于 在 超前 Eddington-Finkelstein 坐 标 系 
中 Vaidya- 型 时 空 的 过 去 -未 来 不 对 称 性 .研究 表明 , 只 有 同时 考虑 了 一 阶 方程 
和 二 阶 方程 在 理论 上 才 是 完全 自 洽 的， EST 阶 方程 的 限制 , 才 导 致 了 这 
种 Hawking 辐 射 的 非 对 称 性 . 


前 几 节 的 研究 还 表明 用 广义 岛 龟 坐标 变换 法 (GTCT) 研 究 球 对 称 黑洞 
的 Hawking RMA, 不必 事先 对 场 方程 进行 分 离 变 量 . 这 是 因为 其 角 向 部 分 
ZHawkingfé HRA X f, 需要 考虑 的 只 是 径 向 部 分 . 如 果 事 先 不 对 场 方程 进 
ATER AE, 而 是 先 作 广义 乌龟 坐标 变换 , 得 到 的 波动 方程 正 是 先 经 退 耦 然后 作 
乌龟 坐标 变换 处 理 后 的 径 向 部 分 所 满足 的 方程 . 可 见 广 义乌 龟 坐 标 变换 法 并 不 要 
求 对 场 方程 事先 实行 退 耦 处 理 , 其 核心 只 是 要 依据 时 空 的 对 称 性 引入 具体 的 乌龟 
坐标 变换 关系 式 . 因此 , 这 一 方法 适用 于 研究 任意 黑洞 的 量子 热效应 . 


研究 还 进一步 揭示 , 在 带电 情形 下 , 带电 的 球 对 称 黑 洞 没 有 新 的 量子 热效应 ， 
而 只 有 Coulomb 相 互 作 用 能 , 这 也 是 由 于 考虑 到 了 一 阶 方程 的 缘故 . 如 果 和 忽略 了 
这 一 点 ,就 会 导致 不 正确 的 结论 ， 
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基于 Vaidya- 型 时 空中 自 旋 场 的 广义 Teukolsky- 型 主 方程 [318]( 对 于 标量 场 ， 
Dirac, 电磁 场 和 引力 场 , 自 旋 5 分 别 等 于 0, 1/2, 1 和 2), 文献 [310-316] 的 作者 宣 
称 Vaidya- Bonner-de Sitter 黑 洞 存 在 一 种 新 的 量子 能 层 效 应 , 他们 证 明 这 一 效应 
由 下 式 
2(1 — s — p)PHoÀT Hw 


一 = + 
—(£-1/2)porn As = 
-— (4--1/2)? (nor y )? (Uo 天 0, g—c—p— 1/2) (6.5.1) 
0 其 它 情 形 


描述 , 其 中 jw 是 自 旋 为 8 的 量子 场 的 质量 ， 


就 他 们 所 采用 的 主 方 程 而 言 , 由 于 只 有 Klein-Gordon 粒 子 和 Dirac 场 的 质量 不 
AR, 所 以 他 们 的 论证 事实 上 只 对 有 质量 的 自 旋 为 1/2 的 粒子 成 立 , 即 该 效应 仅 在 
在 于 Dirac 粒 子 的 手 征 为 p = 一 1/2 的 自 旋 态 . 由 此 他 们 发 现 对 于 有 质量 的 Dirac 场 ， 
其 手 征 p = 1/2 的 自 旋 态 在 辐射 机 制 方面 与 手 征 p = 一 1/2 的 自 旋 态 非 常 不 同 , 并 
且 认 为 它 起 源 于 在 非 静 态 时 空中 视界 附近 由 自 旋 态 导 致 的 Dirac 真 空 变化 , 进而 
猜想 这 种 效应 是 一 种 量子 能 层 效 应 , 即 量 子 能 层 可 以 影响 黑洞 的 辐射 机 制 ,有 质 
量 的 自 旋 场 的 辐射 机 制 依赖 于 自 旋 态 . 然而 这 一 效应 有 一 个 非常 奇怪 的 特征 , 就 
是 它 明 显 与 自 旋 1/2 粒 子 的 质量 有 关 . 但 是 我 们 知道 Hawking 辐射 一 般 是 与 粒 
子 ( 场 ) 的 质量 无 关 的 . 

为 了 澄清 是 否 存在 这 一 效应 , 这 一 节 重 新 考察 动态 球 对 称 黑 洞 中 Dirac 粒 子 
的 Hawking 辐射 . 我 们 事先 不 对 Dirac 场 方程 退 耦 , 而 是 直接 进行 乌龟 坐标 变换 处 
理 , 最 后 才 根 据 时 空 的 球 对 称 性 一 次 给 出 合理 的 分 离 变量 形式 . 我 们 严格 地 证 明 
对 于 任意 球 对 称 黑 洞 , 不 论 是 静态 的 还 是 非 静态 的 , 不 可 能 有 任何 新 的 量子 热 效 
AL. 我 们 指出 文献 [310-316] 中 导出 的 所 谓 新 的 量子 能 层 效 应 是 不 存在 的 , 导致 这 
一 不 正确 结论 的 原因 是 没有 考虑 到 一 阶 场 方程 对 Hawking 辐 射 加 上 的 限制 . 

我 们 的 出 发 点 是 上 一 节 中 的 方程 (5.4.12) 即 

-&,P, + £g Py = iprQu, DP+ LiP, = iporQs, 
—d,Q2 一 £i Qi = iuorP,, DQ, — LinQ = tporhP, , (6.5.2) 
其 中 算 符 L% 和 所 的 定义 如 前 , 而 算 符 刀 为 
D = 27r2(2 + G0,) +r°G r + 2rG + 2ieQr. 


由 于 在 方程 (6.5.2) 中 把 Q1， Q2, eQ4r *] 5 P7, ES 一 eQ@ 等 同 ， 仍旧 可 以 使 该 
方程 成 立 , 所 以 只 需 处 理 一 对 分 量 (局 ,已 ) 即 可 . 通过 对 ( 忆 , PRAET E39] 
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对 (Q@1, Q2) 的 分 析 结 果 , 这 将 使 计算 量 减 少 一 半 . 尽管 方程 (6.5.2) 可 以 退 耦 为 径 向 
部 分 和 和 角 向 部 分 , 但 我 们 事先 并 不 作 这 样 的 处 理 . 对 于 热 辐 射 问题 ,我们 关心 的 是 
方程 (6.5.2) 在 视界 附近 的 渐 近 行为 . 与 前 面 的 处 理 完全 类 似 , 对 方程 (6.5.2) 作 广义 
乌龟 坐标 变换 处 理 后 得 到 


ð 
Or, 


0 
P, =0 . 2r, IG (rr) = TH] sf? A (6.5.3) 


对 于 Q@1 和 Q@2 丰 在 类 似 的 关系 式 ， 从 方程 (6.5.3) 中 可 得 到 视界 面 方程 2G (ry) = 


2T Hv. 


为 了 研究 自 旋 1/2 粒 子 的 分 量 PL 筷 分 量 的 Hawking 辐 射 , 需要 考虑 Dirac 方 
程 的 二 阶 形 式 在 视界 附近 的 渐 近 行为 , 经 直接 计算 得 到 (已 , 妃 ) 分 量 的 二 阶 方程 


jar? (85. + GO?) + Lilt} s — per? 
+(2ieQr 4- r*G . + 2rG)a,| P, = —2ir*GuoQ, , (6.5.4) 
lar? (82. + G0?) + L! Lia + (2ieQr + 3r°G, + 6rG)ð, 


+470, +r2G + 4rG, + 2G + 2ieQ — uer Pa duoQa, (6.5.5) 


其 中 


į cos 0 1 H 1 
sin? ð ^"  4si0 4 
1 cos Ü 1 E 1 
Sin20 * 4sin20 4 


? 


1 
t 2 2 
1 


sin? 0 


LiL! n = 0j -+ cot 00s 十 = ‘ 
P,2-€ fo P,2- ESN HCA AER KAY (0,0), PIE CMA 
Lill SP, =—(24+1/2P,, — £i Ei P) = - (61/27 P3. 


方程 (6.5.4) 和 (6.5.5) 在 作 广 义乌 危 坐 标 变换 处 理 后 , 在 视界 附近 化 为 


P 


A e? e 
om $ Hai m Haii + 2r = Ov, 


P, —0, (6.5.6) 


Q? 
“ig L + rhyr inal} is ni “Bo. 


a? 
2 _ 2 
T On t rn[4G(rp) nodi? 972 LP, +2ry dr.o, P; 


十 { — A4 3rzG, (ra) + 2ieQry + rg [6G (rg) — 4r ao) } 5 Pe 


2 
- {A catu] % aso Eh 


十 { 一 A+ 3r G (rx) + 2ieQrg + ?rnG(ra)) SP; =0, (6.5.7) 


其 中 系数 4 = WG, (ry). APF AL(6.5.6)40(6.5.7) t LEP CAAT X 
A LP, = 0 和 视界 面 方程 2G (ry) = Ary. 
再 调节 参数 kK 可 使 二 阶 导数 项 的 系数 之 比 为 1 : 2, SS ICE ry T 


得 到 事件 视界 的 表面 引力 
G r(TH) 二 Gr (TH) 
K = 1-2G(rg) 1 二 Org. : (6.5.8) 
与 此 同时 可 将 方程 (6.5.6) 和 (6.5.7) 在 视界 附近 化 为 标准 形式 的 波动 方程 
a E : P, - 0, (6.5.9) 
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a242 十 ae ie + 2(Ciya 十 two) a — Pa = 0, (6.5.10) 
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由 于 户 和 已 的 角 向 部 分 与 Hawking 辐 射 无 关 , 所 以 我 们 在 下 面 的 讨论 中 可 以 
忽略 它们 . 只 和 已 的 径 向 部 分 凡 和 Ro 满 足 与 它们 完全 相同 的 方程 


0? 0 
gati + 25 5, ^ = 0,， 3, m zz, (6.5.11) 


4 9 EN 
3,22 T 25 Bo fez 十 2(C1;2 T iuo) = — Fa = 0. (6.5.12) 


从 方程 (6.5.11) 可 知 , RR 在 视界 上 是 常数 ,其 解 RRI ~ e™ 意味 着 (已 ,Qa) 不 
参与 Hawking 的 辐射 . 对 方程 (6.5.12) 可 作 分 离 变量 Ro = Rire Mh RE, RER 
用 DRS 方 法 可 得 到 Dirac 粒 子 的 热 辐射 Fermi 谱 为 


l K 

(Nu) S rote py? TES ar 

从 标量 粒子 和 Dirac 粒 子 的 热 辐 射 谱 中 不 难 可 以 看 出 , 除了 Coulomb 能 wo 外 ， 

Vaidya- 型 时 空 没有 其 它 新 的 相互 作用 效应 . 两 者 的 辐射 谱 除 自 旋 统 计 因 子 不 同 之 

外 , 均 具 有 黑体 辐射 谱 形 式 , 这 意味 着 Vaidya- 型 黑洞 中 Dirac 粒 子 和 标量 场 的 热 辐 

射 谱 中 没有 新 的 量子 能 层 效 应 出 现 . 因此 我 们 证 明了 对 于 球 对 称 黑 洞 不 论 它 是 静 

态 的 还 是 非 静 态 的 , 不 可 能 存在 新 的 量子 热效应 . 以 往 文献 中 出 现 的 不 正确 结果 
是 因为 急 略 了 对 一 阶 方程 同时 作 广 义乌 龟 坐 标 变换 处 理 而 早 致 的 . 


(6.5.13) 
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在 这 一 章 中 , 我 们 用 广义 乌龟 坐标 变换 法 研究 了 动态 球 对 称 黑洞 的 量子 热 
效应 , 求 出 了 动态 黑洞 的 事件 视界 和 Hawking 温 度 , 表明 它们 是 随时 间 而 变化 的 ， 
但 在 某 一 固定 时 刻 to, 它们 是 球 对 称 的 . 我 们 分 别 考察 标量 粒子 (介子 ), Dirac # 
子 ( 电 子 ) 以 及 光子 的 Hawking 辐 射 , 导出 了 它们 的 热 辐 射 谱 . 对 这 一 类 属于 Petrov 
D- 型 的 黑洞 , 研究 表明 : 

一 , 广义 马 危 坐标 变换 的 引入 需要 考虑 到 时 空 的 对 称 性 , 其 具体 的 表达 式 依 
丈 于 具体 的 时 空 度 规 . 这 一 变换 是 作为 工作 假设 而 引入 的 . 

=. 考察 Hawking 辐 射 只 需 关 心 径 向 部 分 在 视界 附近 的 渐 近 行为 . 为 此 , Mis 
当 调 节 套 数 k 使 二 阶 方程 在 事件 视界 附近 化 为 标准 形式 的 波动 方程 . 

三 . 能 自动 得 到 事件 视界 面 方 程 和 Hawking 温 度 , 可 以 通过 多 种 途径 导出 前 
A, 而 且 结 果 完 全 一 致 . 


四 . 对 于 高 自 族 粒子 的 Hawking 花 发 , 我 们 还 需 同时 考虑 其 一 阶 方程 在 视界 附 
近 的 渐 近 形式 . 只 有 这 样 做 , 在 理论 上 才 是 完全 自 洽 的 . 


E. 动态 球 对 称 黑洞 中 高 自 旋 粒 子 的 Hawking 辐 射 对 于 不 同 的 场 分 量 是 不 对 
称 的 . 对 于 自 旋 为 1 /2 的 Dirac 粒 子 , RA (Fo, GRENE} Hawking 辐射 ; 对 于 
自 旋 为 1 的 光子 , 只 有 Maxwell 复 标量 0 分 量 才 有 具 有 Hawking 效 应 . 这 一 特点 是 动态 
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球 对 称 黑 洞 中 高 自 旋 粒子 的 Hawking 辐 射 所 具有 的 共性 . 这 种 不 对 称 性 与 在 超前 
的 Eddington-Finkelstein 坐 标 系 中 时 空 的 过 去 -未 来 不 对 称 性 有 关 . 


六 . 动态 球 对 称 黑 洞 不 可 能 具有 任何 新 的 量子 热效应 或 量子 能 层 效 应 . 所 请 
新 的 与 粒子 静 质 量 有 关 的 量子 热效应 ,是 因为 没有 考虑 到 一 阶 方程 而 导致 的 错误 
结果 . 


七 . 广义 乌龟 坐标 变换 法 不 需 事 先 对 场 方程 作 分 离 变 量 处 理 , 因而 能 处 理 任 
意 黑 洞 中 不 同 自 族 粒 子 的 Hawking 辐 射 . 
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第 七 章 动态 轴 对 称 黑洞 的 量子 
热效应 


a a O a -— - 


“The spin-rotation coupling effect shows 
that a non-stationary Kerr space-time has 
some distinct effects different from that of 
a stationary Kerr black hole. This effect is 
not shared by a stationary Kerr black hole 
or a Vatdya-type spherically symmetric black 
hole.” 


众所周知 , 任何 一 种 稳 态 黑洞 表面 上 各 点 的 温度 均 相 等 ， 所 有 动态 球 对 称 
黑洞 的 温度 随时 间 而 变化 , 但 在 同一 时 刻 表面 各 点 的 温度 也 总 是 相同 . 然而 对 
于 非 球 对 称 的 动态 黑洞 , 表面 各 点 温度 却 有 可 能 不 同 ， 研 究 表明 , 动态 Kerr{- 
Newman) 黑 洞 事件 视界 表面 上 的 温度 处 处 不 相同 , 而 且 随 时 间 变 化 . 


稳 态 轴 对 称 Kerr 黑 洞 的 热效应 早已 得 到 相当 充分 的 研究 . 但 是 由 于 燕 发 和 吸 
fa, 现实 宇宙 中 实际 存在 的 黑洞 不 会 是 稳 态 的 , 一 定 会 随时 间 变 化 , 因此 研究 动态 
黑洞 的 热效应 非常 必要 , 用 流行 的 者 察 辐射 反作用 方法 去 研究 动态 轴 对 称 时 过 到 
了 很 大 的 困难 , 目前 只 能 处 理 球 对 称 的 动态 黑洞 . 广义 乌龟 坐标 变换 法 (GTCT) 则 
不 受 “ 球 对 称 ” 的 限制 , 原则 上 可 用 于 任何 动态 黑洞 . 


广义 乌 危 坐标 变换 法 (GTCT) 已 成 功 地 用 来 处 理 动态 Kerr(-Newrmmnan) 黑 润 
中 标量 粒子 的 Hawking 蒸 发 [319-322]， 但 是 在 我 们 的 工作 [270-274 出 现 以 前 ， 
Dirac 粒 子 等 高 自 旋 粒 子 的 Hawking 辐 射 还 没有 得 到 很 好 的 研究 . 


从 前 面 凡 章 对 Dirac 粒 子 的 Hawking 辐 射 的 讨论 中 , 我 们 已 看 到 在 应 用 GTCT 
方法 时 如 果 考 虑 到 对 一 阶 方程 同时 作 处 理 , 则 会 使 问题 迎刃而解 . 实际 上 对 
这 一 点 有 一 个 深刻 的 认识 是 从 处 理 动态 Kerr 黑 洞 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 蒸 发 
开始 的 ， 对 于 高 自 旋 粒 子 的 Hawking 辐 射 ， 必须 同时 对 一 阶 和 二 阶 方程 作 乌 多 
坐标 变换 (GTCT) 处 理 ， 我 们 称 经 过 这 样 作 了 进一步 推广 的 的 DRS 方 法 , HA 
Ji DRS-Zhao-Wu-Cai(DRS-ZWC) 方法 .用 这 个 方法 已 依次 研究 了 动态 Kerr 黑 洞 
中 Dirac 粒 子 和 光子 的 Hawking 辐 射 , 表明 这 类 黑洞 具有 自 旋 -转动 耦合 效应 . 
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本 章 就 用 这 种 推广 了 的 GTCT 方 法 一 DRS-ZWC 法 来 研究 动态 轴 对 称 黑 洞 中 
的 量子 热效应 . 


$7.1 动态 Kerr 黑 洞 中 标量 粒子 的 Hawking 效 应 


在 超前 的 Eddington-Finkelstein(EF) 坐 标 系 中 , 动态 Kerr 黑 洞 [19-23] 的 度 规 表 


为 
2 A 2 2 2 
da^ = xdv — asin” Gdp) — 2dr(dv — asin? dọ) 
12 
-— E ladv — (r^ + a”) dy)” — Edb’ , (7.1.1) 


FPA =r? —2M(v)r +a, E = r?° +a? cos? 0. 黑洞 质量 M(u) 依赖 于 超前 时 间 v， 
但 比 角 动 量 a = J/M 是 一 个 常数 . 


动态 Kerr 黑 洞 的 线 元 (7.1.1) 是 稳 态 的 Kerr 解 在 动态 情形 下 的 一 个 自然 推广 ， 
它 属于 Petrov II- 型 ， 而 稳 态 Kerr 黑 洞 属于 Petrov D- 型 . 时 空 (7.1.1) 的 几何 由 三 类 
特别 有 兴趣 的 曲面 刻 划 : 表面 视界 (AH) rà = ME(M?—-a?)12, 类 时 极限 面 (TLS) 
ris = M (M? 一 @?cos?0)!2 和 事件 视界 (EH) rt, = rg、 事件 视界 必须 是 一 个 
类 光 ( 零 ) 曲 面 r = r(v, 0), 满足 类 光 ( 零 ) 曲 面条 件 : g"0,FO,F = OfaF(v, r, 0) = 0. 

Rh iy 2712 9""0, FO, F = 0 在 时 空 (7.1.1) 中 可 写成 

a’ sin? 0(0,F)? + 2(r* + a*)0,F0,F + A(Q.F)? 
+3 FY + = 7 (8; FY + 2a(0,F + 8, F)O,F =0. (7.1.2) 

考虑 到 动态 Kerr 度 规 的 轴 对 称 性 , ES FE = F(v,r0) = 0 又 可 写成 另 一 种 形 
Ar = r(v,0). 从 这 一 形式 可 以 导出 


Or Or 
OFS +0F =0, OF +0F=0, OpF=0. (7.1.3) 
将 (7.1.3) 式 代入 (7.1.2) 式 可 得 到 
| a^ sin? 6(Q,r)? — 2(r? + a?)ü,r + A+ (Or)? = 0, (7.1.4) 


A Fôr = Or/Ov, Bor = 07/00. 


满足 r 二 rg(v, 提 的 (7.1.4) 式 就 是 决定 动态 Kerr 黑 洞 视界 位 置 的 零 曲面 方程 
其 解 为 


ue : e M ~ 
p iy “bp fade x 
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M + [M? — (a?sin*0r2 , + r2, 9)(1 — 2rg,) — a?(1 — 2rg ,)?]'? 
TH = 人 


Tu z (7.1.5) 


其 中 ru = OTH = Or [Ov| rary » THE = Opry = Or [OO |,=ry , 它们 描述 事件 视界 随 
超前 时 间 v 的 演化 和 沿 角度 gb 方向 的 变化 , 反映 了 在 视界 附近 有 量子 能 层 存 在 . X 
然 , 事件 视界 的 二 维 同时 面 不 是 球 对 称 的 , 与 方位 角 9 有 关 . 


前 面 已 经 指出 , 广义 岛 龟 坐 标 变换 法 (GTCT) 可 以 有 效 地 确定 动力 黑洞 的 事 
件 视界 的 位 置 . 事实 上 , 事件 视界 位 置 也 可 以 利用 广义 鸟 龟 坐 标 变换 法 通过 多 种 
途径 时 出 . 例如 , 它 可 以 从 对 零 曲 面 方程 (7.1.2) 作 GTCT 处 理 而 导出 . 因为 我 们 现 
在 考虑 的 动态 Kerr 黑 洞 关 于 w- 轴 是 对 称 的 , 我 们 可 以 引入 如 下 的 广义 乌龟 坐标 变 
A: 


1 
re=T+ In Ir-rg(v,0), | w-—v-v, 06,—-0—6,, (7.1.6) 


其 中 rp = ry(v,0) 为 事件 视界 的 位 置 ,kK — (v0,00) 为 一 个 可 调节 的 参数 . HAR 
数 k, vo 和 0 在 乌龟 坐标 变换 下 是 常数 , wo 和 如 标识 黑洞 的 初始 状态 . 由 (7.1.6) 式 时 
出 的 一 阶 寻 数 、 二 阶 时 数 之 间 的 变换 关系 式 见 附录 B. 


对 窜 曲 面 方程 (7.1.2) 应 用 广义 乌龟 坐标 变换 (7.1.6) 并 取 r 一 > rp{vo,80), v 一 
vo 和 4 — 如 的 极限 后 可 以 得 到 


Ó 
[Ag — 2(rj +.0”)riy + a? sin? Ori, + rhe] CE —. (7.1.7) 


由 方 括号 中 的 系数 项 为 零 可 以 寻 出 动态 Kerr 黑 洞 的 事件 视界 方程 
Ay 一 2(r + a^)rg,, + a^ sin? org, + rhe = 0, (7.1.8) 


式 中 Ar 一 r2 — 2M (vo)r a T a’. 由 (7.1.8) 可 解 出 在 1 一 vo AT à] 420 = 09A. Ai 方向 
的 事件 视界 位 置 的 表达 式 (7.1.5). 


现在 考虑 动态 Kerr 时 空中 的 Klein-Gordon 方 程 . 描述 质量 为 jw 的 标量 粒子 动 
22 3:41:29 f')Klein-Gordon3 2: #2: (O + u2) = 0 在 时 空 (7.1.1) 中 的 明显 表达 式 为 
[A8? + 2(r? + a?)8?. + 2a02., + 2a02, + a” sin? 002 + 0? 


=e + 2rd, + 2(r - M)O, — [pu] ® 一 0. (7.1.9) 
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我 们 将 讨论 视界 ry 在 v = 0 时刻 和 8 = 的 极 角 处 的 Hawking 效 应 ,为 此 需要 考 
虑 Klein-Gordon 方 程 (7.1.9) 在 视界 处 的 渐 近 行为 . 在 作 乌 龟 坐 标 变换 (7.1.6) 并 取 趋 
于 视界 的 极限 后 , 方程 (7.1.9) 化 为 


4 9 
(5 十 2Ar 一 2rm (r5 +a los ge -THA sin LOr Do, 
0 
eee eee ee m ne = 
2TH.0 Or. 08, 十 a(1 TH») xx 2(ry M) 
-F2r HT Hy 十 TH, cot go 十 T H,00 + TH yt” sin? 00) je —ü ; (7.1.10) 


其 中 系数 A 为 一 个 0/0- 型 不 定式 , TAL’ H6spital 法 则 求 出 其 有 限 值 为 
A — 2(r? + a?)rg,, +a? sin? Or}, , +r 
= im Se 


r—r y (v9.80) T= 
v—+ug, 6-489 


2(r yy = M) = AT HT H,v . (7.1.11) 


由 视界 面 方 程 (7.1.8)} 可 知 , Jir 一 rg 时 上 式 中 右边 分 式 的 分 母 和 分 子 都 趋 于 
AR, 所 以 此 分 式 在 r 一 78 时 是 一 个 0/0- 型 不 定式 . 反之 , 令 该 分 子 在 r = TH 时 为 零 ， 
即 可 给 出 决定 事件 视界 位 置 的 方程 (7.1.8). 


将 系数 4 代入 方程 (7.1.10) 后 可 得 到 


rH(l == 27rr «) —M 2 2 g? 
OE T N ER e 
{[ : H TH, (rH +a ) ðr? 
2 2 2 2 ^ 0° 
十 2(r7 TG —THy@ SM 00) 53v. — TH 3-30, 


e 
+2a(1 = LECT = (—2THTH v T TH cot 0o 
+r 60 + T Hs Q^ sin? m) 2—} = 0. (7.1.12) 


为 了 使 方程 (7. 1.12) 在 视界 附近 化 成 标准 形式 的 波动 方程 , 可 以 通过 调节 参 
数 k 使 二 阶 导 数 项 苹 7 与 示 纺 -的 系数 之 比 为 1 : 2, BPS 


1- 2y,)-M 
o ^ PE CRAS rn (Ty ^ a^) — rj +a — rg, a sin A, (7.1.13) 


这 给 出 视界 的 表面 引力 
jo ues rg(1 = 2r Hy) —M 
—— (r3 + a?)(1 + 2rg,,) — 2^g — rH ya? sin? 6 
rull — 2ra) - M 


diio: Ee E, 
r2 +a? 一 Af 十 ?入 9 一 Ga2sin2bormro(1l 一 rzo) 


S : ES Ab A F 
d, 
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rg(1 rt 2r p s) — M 
m —————————M , 1.1.14 
ü (r2, + a? — rg ,a? sin? 09)(1 — 2rg.,) + arte ( ) 


经 过 这 样 的 参数 调节 处 理 后 , Klein-Gordon 方 程 (7.1.12) 在 > = ry 附近 可 化 成 


O° O° 0° a 0 
Lor os Br,Du。 TE DD Or,Oq + 2035 0. Or, O0, n 2 i 
式 中 
Qy = | a= rH) ——— C= TH 


ri +a? — rg ,a? sin? 0, ' ud + a? — THa sin d 


C —2THTH wu T Tuo COL Oo + ree + TH yy" sin? Oo 
2 rrr ap AR aaau 


2(r2, + a? — Tyva? sin? bo) 


由 于 方程 (7.1.15) 中 的 各 系数 可 视 为 有 限 的 实 常 数 , 因而 该 方程 可 看 作 常 微分 
方程 , 可 以 作 分 离 变 量 处 理 如 下 


$ = R(r.)OG(0,)eme-ev). 


其 中 必 为 粒子 的 能 量 , m 为 粒子 的 角 动 量 磁 量 子 数 . 将 这 一 分 离 变量 方案 代入 方 
程 (7.1.15) 后 , 得 到 径 向 部 分 和 角 向 部 分 


R" 二 2(Co + imQy — iw) R' — 0, Qe’ =O, (7.1.16) 


其 中 为 分 离 变 重 时 引进 的 常数 , Co = AC 十 C2， 如 果 把 极 角 9 的 定义 域 限制 
在 (0,7) 之 间 , 并 考虑 到 当 轴 对 称 过 渡 到 球 对 称 时 , 日 将 成 为 Legendre 函 数 的 一 部 
Zr, 我 们 应 把 和 选 为 实数 . 方程 (7.1.16) 的 解 为 


R= R,e2ltw—mOu)—Co}r. + Ro, O = er (7.1.17) 
AY Ro, Ry HARB x. 
方程 (7.1.15) 的 入 射 波 解 和 出 射 波 解 分 别 为 


in —&ov. +477 HAB, 
中 = € * J 


port (r > TH) = eve timpt Abe gau mfg )-Co]r. : (7.1.18) 


在 视界 附近 有 re~ ddn(r — rg), 出 射 波 再 oot(r > ry) Ar 二 ry 处 不 解析 , 但 
能 通过 下 半 复 r- 平 面 将 其 从 视界 外 解析 延 拓 到 视界 内 , BP 


(r — rg) — (rg — r)e^" 
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TX 
P(r > ry) — Gut (p< rg) = OM (r > ry)ei™Oo/Re™lo—mNn)/® (7.1.19) 
出 射 波 在 视界 处 的 相对 散射 几率 为 
"m etri). (7.1.20) 
out 
遵循 DRS 方 法 , 容易 证 明 出 射 波 具有 黑体 辐射 谱 
1 K 
(Nu) = ee mn y )/Tg = , Inu = on . (7.1.21) 


A Fu AH 2 Kerr E E LE d 45 X f ik, MARA. Ha = OM, 这 
ttre = Qu = Cy = 0, C, = ruu/ru, AI Erg = 2M/(1 — 2rg, Me 
引力 k = 1/r# 均 回 到 Vaidya 黑洞 情形 ; 当时 空 回 到 稳 态 时 , ry» = rre = C3 = 
OHA, = 0, 视界 位 置 rr = M VM? 一 a2, 表面 引力 rk = (ry 一 M)/(ri 4- a2). 
A d& X ik OQ = a/(r2, + a2) 都 回 到 稳 态 Kerr 黑 洞 情形 . 


我 们 看 到 动态 Kerr 黑 洞 的 事件 视界 不 是 球 对 称 的 , MIME. dex AER 
和 Hawking 温 度 不 仅 随 时 间 变 化 , 而 且 与 方位 角 有 关 . 以 往 研究 的 稳定 黑洞 或 球 对 
称 的 动态 黑洞 , 它们 表面 上 各 点 的 温度 总 是 相同 的 . 


87.2 ”动态 Kerr 黑 洞 中 族 量 粒子 的 Hawking 菊 发 


在 上 节 中 我 们 用 广义 岛 龟 坐标 变换 法 研究 了 动态 Kerr 黑 洞 中 标量 粒子 
的 Hawking 效应 , 本 节 我 们 用 这 一 方法 来 研究 Dirac 粒 子 的 Hawking 辐 射 , 表 
明 Fermi-Dirac 谱 比 Bose-Einstein 谱 多 了 一 项 剩余 的 效应 . 


自 Hawking 的 杰出 发 现 [57] 以 来 , 在 上 世纪 末 的 最 后 25 年 中 , 黑洞 物理 学 研究 
的 许多 方面 都 获得 了 长 足 的 发 展 , 其 中 一 个 非常 重要 的 方面 就 是 揭示 了 许多 黑洞 
的 热 辐射 性 质 [ 引 . 人 们 对 球 对 称 、 稳 态 轴 对 称 或 非 静 态 黑洞 中 标量 场 和 Dirac 粒 子 
的 热 辐 射 已 作 了 大 量 的 研究 [51]. 


确定 蒸发 黑洞 事件 视界 的 位 置 和 温度 的 一 个 流行 的 传统 方法 是 计算 重 球 化 
能 动 张 量 的 真空 期 望 值 [289]. 但 这 一 方法 过 于 复杂 , 仅 给 出 视界 位 置 和 温度 的 近 
似 值 , 因而 用 途 有 限 , 目前 仅 适用 于 对 球 对 称 动态 黑洞 的 研究 , 在 其 它 许 多 场合 则 
过 到 了 很 大 的 困难 . 而 广义 乌龟 坐标 变换 法 (GTCT) 则 与 此 不 同 , 可 以 给 出 动态 黑 
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洞 视界 位 置 与 温度 的 准确 结果 , 而 且 它 不 爱 球 对 称 的 限制 , 原则 上 适用 于 任何 动 
态 黑洞 . 这 个 方法 将 静态 或 稳 态 情形 下 的 普通 乌龟 坐标 r, = r+ (2«)7^! In(r — rà) 
推广 到 非 静 态 或 非 稳 态 情形 , 但 允许 视界 的 位 置 ry 可 以 是 超前 时 间 v = ttr, 
和 /或 角度 0, pg 的 削 数 ,就 可 以 把 黑洞 背景 上 的 Klein-Gordon 方 程 或 Dirac 方 程 在 视 
界 附 近 化 成 标准 的 波动 方程 . 引入 乌龟 坐标 ,的 一 个 关键 点 是 必须 基于 所 要 者 
虑 的 时 空 的 对 称 性 . 例如, Schwarzschild 黑 洞 的 事件 视界 rr = 2M 是 一 个 常数 ， 
而 Vaidya- 型 时 空 的 视界 位 置 rp = rg(v)X AB AT RE Blvd AE. 广义 乌龟 坐标 变换 
法 已 成 功 地 用 于 者 察 动 态 轴 对 称 黑洞 中 标量 粒子 的 热 辐射 [319-322]. 非 静态 的 球 
对 称 导 洞 中 的 Dirac 粒 子 的 Hawking 效 应 也 用 此 法 获得 了 较 多 的 研究 [51]. 


但 是 用 GTCT 方 法 去 讨论 动态 轴 对 称 黑洞 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 蒸 发 时 通 到 
了 较 大 的 麻烦 . 困难 在 于 在 动态 轴 对 称 时 空中 不 能 把 Chandrasekhar-Dirac 方 程 按 
径 向 变量 和 角 向 变量 完全 分 离 成 两 个 部 分 . 在 前 一 章 中 , 我 们 已 指出 广义 乌龟 坐 
标 变换 法 并 不 要 求 对 场 方 程 事先 进行 分 离 变量 处 理 , 因而 给 我 们 提供 了 用 这 一 方 
法 去 研究 动态 轴 对 称 黑洞 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 辐 射 的 可 能 性 . 我 们 用 这 一 方法 
考察 了 动态 Kerr 黑洞 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 效 应 , 研究 表明 , 只 有 同时 考虑 一 阶 
方程 和 二 阶 方程 在 理论 上 才 是 完全 自 洽 的 . 考虑 一 阶 方程 在 视界 附近 的 渐 近 行为 
不 仅 是 必要 的 , 而 且 还 是 必须 的 , 否则 就 不 可 能 获得 成 功 的 处 理 . 


下 面 用 推广 了 的 GTCT 方 法 研究 动态 Kerr 黑 洞 中 Dirac 粒 子 的 量子 热 歼 应 . 首 
先 利 用 Newman-Penrose(NP) 表 述 在 变质 量 的 Kerr 时 空中 号 出 Dirac 方 程 明显 形式 ， 
然后 同时 考虑 一 阶 Dirac 方 程 和 二 阶 Dirac 方 程 在 视界 附近 的 渐 近 行为 ,为 此 目的 
需要 采用 在 上 一 节 中 根据 时 空 对 称 性 引入 的 广义 乌龟 坐标 变换 (7.1.6). 


由 一 阶 方程 中 一 阶 导 数 项 的 系数 行列 式 为 零 可 推导 出 视界 面 方 程 . 利 
用 Dirac 旋 量 分 量 的 一 阶 导数 项 之 间 的 关系 式 , 可 以 消去 二 阶 方程 中 的 一 阶 导 
数 之 间 的 交叉 项 , 这 一 步 是 处 理 中 的 关键 . 然后 通过 调节 在 广义 乌龟 坐标 变换 
中 引入 的 参数 Fr, 就 可 以 把 每 一 个 分 量 满足 的 二 阶 方程 在 视界 附近 化 为 单一 分 
量 的 标准 波动 方程 , 同时 可 以 得 到 Hawking 温 度 的 精确 表达 式 、 最 后 的 步骤 为 在 
分 离 灾 量 后 用 DRS 方 案 导 出 动态 Kerr 时 空中 Dirac 粒 子 的 热 辐射 Fermi 谱 . 我 们 发 
现 Dirac 粒 子 的 黑体 辐射 谱 中 有 一 项 新 的 剩余 的 自 族 -转动 太 合 效应 , 该 效应 依赖 
于 黑洞 的 转动 与 Dirac 粒 子 的 自 旋 之 间 的 相互 作用 . 


动态 Kerr 黑 洞 的 度 规 已 由 上 一 节 中 的 (7.1.1) 式 给 出 , HPS = pp pSr 
iacos@, p* = r+ iacos029 pt] RHR. 为 了 在 NP 表 述 中 写 出 Dirac 方 程 在 动 
& Kerr BA F ALG XN, 我 们 选取 一 个 复 的 罕 标 架 系 { n, m, me 2 5 € 44 iE. 
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= 7; i T3 50] ZEE. 3E. uel EAT 7 UNT Mm i 
XXÉl.n--m-mc-l. 因此 协 变 的 1- 形 式 基 可 写 为 类 Kinnersley 形 式 如 下 


A i 
l = dv — asin? bdp, n= op (de 一 asin’ dq) — dr, 


= ser {isin 0ladv = (r? "e a^)dy| 一 2db} , 
p* 


mc A — isin [adv — (r? + a?)dg] — Edb} , (7.2.1) 
p 
对 应 的 方向 导数 为 
r? + a? A 
一 一 A= Eee 
D=-0,, A y Ov + uxor + 5p, 
JE 1 
= ae 00, + O9 + 509) ; 
= i 本 二 ? 
ô = Tap — ia sin 00, + Op — = gov) (7.2.2) 
不 难 算得 上 述 零 标 架 系 中 的 12 个 复 NP 旋 系 数 如 下 : 
T PEERS zo d. _ _ iacosÓ _ Tro r-M 
cs 7 Ig da € 一 y H T= 233 Jy ? 
A z 1a sin 0 Mriasin 0 
= : mE p = ——R———— 4 
AE». v2p? V2Yp 
ia sin @ cotÜ  irasinð 
=f-f', a- p= p 7.2.3 
a-R-P, RUD. B= + Um» (7.2.3) 


+ Pe 65 ae AE 4G A Newman-Penrose& i£ P th v3 4S 48-4 tj Chandrasekhar- 
Dirac # #2(5] 


(D+e-A K+ (6$ —o)F = 50» 
(Atp—-y7)Fot+(64+8-TNR = 
(D+e — p*)G2 - (6 + — o*)61 = So p 


(A + u* — y*)G, — (64 -TG = — Hi, (7.2.4) 


式 中 0 为 Dirac 粒 子 的 质量 , 我 们 可 以 得 到 
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r i ira sin 9 _ ipo 
(8. + sh 十 Jas ur mA Y ) 到 一 Jae 
A ia cos 0 1 t azsingcosg、， iuo 
5p Diac cms Jap gv aS ae? 
T 1 ira sin g iho 
{O42 ee fp Wt 
(8 T =) 2 V2p (£i + Y )G, = y 
A ia cos Ü 1 a? sin 0 cos 0 ibo 
—(D -一 一 -一 一 一 (人 —,. Ga = 7.2.5 
3p 1/2 y ) 1 Tip! 1/2 一 ) 2 Ja 1 ( ) 
其 中 已 定义 了 如 下 的 算 符 
Dij = 0, + A^! |r — M + 208, + 2(r? + a^)8,] , 
La = Up + ncot8 — — T ~ ia sin 00, , 
ct = Óp + ncotÓ + — sO + ia sin 06, . 


38 (7.2.5 AEP, = AL P, Fe = LP, Gi = Qi, G2 = QET 
化 成 为 
—0,P, + £12 P, = ipop' Q1, ADiP T Li P = ihop Qe , 
—-0,Q2 一 CQ = thop P, AD, 2Qı 一 L1j2Qe = ipopH . (7.2.6) 


除 在 Kerr 黑 洞 (M 为 常数 ) 或 Vaidya- 型 时 空 (a = 0) 情 形 外 , 方程 (7.2.6) 7 fe 3E 8. 
但 是 对 于 处 理 Hawking 辐 射 问题 人们 只 需 关心 方程 (7.2.6) 在 视界 附近 的 渐 近 行 
为 . HANH, Q2) 27310 S (P2, -POF PE RT, 发 现 方程 (7.2.6) 仍 可 被 满足 , 因此 
我 们 只 需 处 理 一 对 分 量 ( 已 , 瑟 ) 即 可 . 


采用 前 节 中 引入 的 广义 乌龟 坐标 变换 (7.1.6), 可 将 方程 (7.2.6) 中 的 前 一 对 在 
视界 附近 化 为 


ð 
(TH ø -+ ia sin for Hwy) a Pi e [An = 2(r? T inest Ôr. —P,- = 0, 
"m Q 
2p, + (ring — ta. SIN GH») 5, Pa 一 0, (7.2.7) 


AP ry = Drr/Bo 为 事件 视界 对 时 间 的 变化 率 , rig = Ory /OOHKE A ROA A 
的 变化 率 , Ag = 12, —2M(vo)rg +a’. 


ho 732 (7.2.7) 89 3-3 2 - Pie - PAAR, PUR Pa 有 非 平 凡 解 的 存在 条 
件 是 其 一 阶 导数 项 的 系数 行列 式 为 零 , 这 给 出 下 述 视界 面 方程 


ZG 4 
4 ` 


ALED ` ay x 、 
es A 党 士 学 位 论文 
"ww DOCTORAL DISSERTATION 


KT TE ATIL ÆR mi gy QUE Nm 34 


WN S 


Ag — 2(rj +a )rg, + a? sin? br 十 re 一 0. (7.2.8) 
& T (Qi, @2) 分 量 也 存在 类 似 于 式 (7.2.7) 的 关系 式 ,类似 地 从 它们 可 导出 (7.2.8) 式 ， 
现在 考察 Dirac 方 程 的 二 阶 形式 在 视界 附近 的 渐 近 行为 . 经 直接 计算 可 得 二 
阶 Dirac 方 程 如 下 : 
(AD120, T£ oli -i gd) P, = po(asin 0Q2 — iAQ)) 


—ia sin 8(2Mr8, 4 M)P, ; 
(3-ADı/2 + L! aya — HE) Pa = plasin 0Q1 + iQ), (7.2.9) 
它们 的 明显 表达 式 为 
[Ad? + 2(r? + a?)02, + 2a07, + 2a02, + a? sin? 002 + 02 + cot 00s — 
tuis 5 一 NECS + ia cos 00, + (r — M)O, — us 一 ala 
= po(asin ðQ — iAQ1) — iasin8(2Mr8, + M) Pp (7.2.10) 
和 
[AGS + 2(r^ + a°), + 2a07,, + 2a0;,, + a? sin? 00? + Of + cot 009 — uz: 
+ 十 gv + (4r — ia cos 0)0, + 3(r — M)O, — cu 十 Aly 
= po(asin 60) H iQ»). (7.2.11) 


Bit Kui X, 方程 (7.2.10) 和 (7.2.11) 在 作 上 一 节 中 引入 的 广义 乌龟 坐标 
变换 (7.1.6) 并 取 7 — ry (vo, 9%), v 一 = — bo 的 极限 后 变 成 


A 2 
(i- + 2An 一 2rg (r^ +a pas ; t 2(rg o? -THa sin * 0) 


Or, Ov, 


—2TH6z—zaz- 十 2a(1 = TH) — [A - (rg = M) -+ 2a cos Üor Hv 


g? 9 
Or, OD, Or,Oq 
2.9 0 a : ð 
+riz9cotdgo -- reg HTH vuya sin 6] =— HP. = —2iMrgasin 09 -— P; 
) $ , Or, Or. 
(7.2.12) 


8? 
Or, Ov, 
g? 
十 2a(1 一 LOFT 一 [4 一 3(rg 一 M) + Tu, cot Oo 


A 8? 
{ D. + 2Agjg-— rg vr 十 a^)| 372 4- (rz +a’ — THa sin? 05) 


92 
Or.00. 
+(4rg — ia cos bo)rpv + TH,00 + TH s, sin? ao) } P, zx. (7.2.13) 


—2TH6z—z4- 
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将 上 节 中 求 得 的 系数 4 = 2(ry — M) — Argrg AK 82(1.2.12) 和 (7.2.13)， 
FLAVA X f A(7.2.7) F 8055 — 41 4732 (7.2.12) 5 38 88 — Up EIC 2- PS, 
可 以 得 到 


rg(1 = 2T H, ) — M 8? 
{ pese c 十 2Ag = 2ru (rà T a^] Or? 


2 


ð? 
Bd noe, 


+2(r?, + a^ — rg ,a* sin? bo) 


o? 
+2a(1 一 LE wm 一 (TH — M 一 AT HT iy 


-Hia cos Bor Hv + rie COL Oo + THe + T Hwy” sin? y 


5.]^ 


THe tiasinOory, 0 (7.2.14) 


Ag = 2(r$, T a? )rg v Or, 


= —2iMrgasin Oo 


rH(i 一 2riv) - M g? 
{ [一 An -raol +0) 5 
2 g? o" 
T2(rjg + a^ 一 THa sin? 90) 5 Bo Av. — 2TH, Br 86, 96. 

g? i 
十 2c(1 一 LECT — (M — rg — tacos pru, 
ð 

+r cot Oy + TH o0 +TH ua sin” 9) — } Pa —Ü. (7.2.15) 


采用 上 节 中 用 过 的 调节 参数 k 的 方案 , 可 使 方程 (7.2.14) 和 (7.2.15) 在 视界 附近 
化 成 标准 形式 的 波动 方程 
3? g e 3? 
P RE + o + Oaa 
式 中 Dr 和 C3 已 在 上 节 中 给 出 , 而 实 系 数 C2 和 Ci 分 别 为 : 


12C  — + (Cy + ic) | =0, (7.2.16) 


ss FW = P, 
C, = Te rg(l—4rg,) — M t rd 
est eruit «ea 
1 
C; = Wiese T Hy& COS bo 


2Mruryyeasin 00 | (7.2.17) 


Agr 2rg v(T$ 十 a?) 
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C M — TH T H,00 T THO" sin? A + TH. cot A 
2(r?, + a? — rg ,0? sin? bo) 
T Hy@ COS to 


Ci 一 a hr A ns rae eee 
2(r2, + a? — Ty „a? sin? bo) 


(7.2.18) 


F 42(7.2.16)B E KEV = R(r.)O(0, ello) & 38 d 59 42:16 3 2e f A 
部 分 


R" + 2i(—iCo +C + mAy -w)R =0, Of =A》e， (7.2.19) 
式 中 为 分 离 变量 过 程 中 引入 的 一 个 实 常 数 , Co = AC3 + Cs. 方程 (7.2.19) 的 解 为 
R= Riexie nen-cuircor 4 Ry, Qe, (7.2.20) 
显然 方程 (7.2.16) 的 入 射 波 解 和 出 射 波 解 为 
Yin = e-iow timp. 
Wp > rg) = ee Hmpt ee leer) Colr, , (7.2.21) 
将 非 正 则 的 出 射 波 解 亚 cut(r > rr) 沿 下 半 复 r- 平 面 解析 延 拓 为 
Yout(r < rg) = 亚 out(r > ryje ere-a -CO/s. (7.2.22) 


4& B Damour-Ruffini-Sannant] Zik, 容易 得 到 Dirac 粒 子 在 视界 上 的 相对 散射 
几率 和 热 辐 谱 为 


yout |2 — c-2rfw-mnp-C)/r 
yout 
1 K 


elw—my—Ci)/T 4 1” 


本 节 时 出 的 动态 Kerr 黑 洞 的 视界 位 置 和 Hawking 温 度 与 上 节 给 出 的 结果 完 
全 一 致 , 它们 不 仅 依 赖 于 超前 时 间 v ,而 且 随 角度 0 变化 . 在 Dirac 粒 子 的 热 辐 身 
谱 (7.2.23) 中 出 现 了 一 个 剩余 的 项 C1, 这 一 项 不 存在 于 Klein-Gordon 标量 场 的 热 辐 
射 谱 (7.1.21) 中 、 当 黑洞 不 转动 (a = 0) 或 是 处 于 稳 态 情形 (rj, = rgo = 0), C1 也 为 
零 . 而 且 对 于 Dirac 粒 子 的 两 个 不 同 的 自 放手 征 态 (Pi, 己 ), Ci 的 表达 式 也 不 一 样 . 
Jc Ane rgo 有 关 的 项 的 话 , 我 们 发 现 它 与 放量 粒子 的 自 旋 量子 数 D = 土 1 /2 成 
比例 . 因此 这 一 项 新 的 效应 可 能 起 源 于 Dirac 粒 子 的 自 旋 与 燕 发 黑洞 的 转动 之 间 的 
相互 作用 . 我 们 称 这 种 效应 为 自 旋 -转动 辜 合 效应 . 
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在 这 一 节 中 , 我 们 已 成 功 地 处 理 了 动态 Kerr 黑 洞 中 的 Chandrasekhar-Dirac 方 
B. 在 广义 岛 龟 坐 标 变 换 下 , 每 一 个 分 量 满足 的 二 阶 方程 在 视界 附近 均 能 化 成 
波动 方程 的 标准 形式 . 在 上 面 的 讨论 中 最 关键 的 一 步 是 者 虑 了 一 阶 方程 在 视界 
附近 的 渐 近 形式 , 并 且 得 到 联系 不 同 分 量 的 一 阶 寻 数 之 间 的 关系 式 , 它 使 我 们 
能 消去 二 阶 方程 中 的 一 阶 导数 的 交叉 项 . 在 Dirac 粒 子 的 热 辐 射 谱 有 一 项 新 的 效 
AL, 是 Klein-Gordon 粒子 的 热 谱 所 没有 的 . 这 个 新 的 自 旋 -转动 耦合 效应 暗示 了 动 
态 Kerr 黑 洞 可 能 存在 新 的 量子 转动 能 层 效 应 . 


87.3 ”动态 Kerr 黑 洞 中 光子 的 Hawking 辐 射 


本 节 用 完全 类 似 于 上 节 中 用 过 的 广义 乌龟 坐标 变换 法 研究 变质 量 Kerr 思 洞 中 
光子 的 Hawking 蒸 发 ， 表 明光 子 的 黑体 辐射 谱 展示 了 一 项 新 的 依赖 于 光子 不 同 手 
征 态 的 自 旋 - 转 动 耦 合 效应 ， 


在 上 节 中 我 们 已 指出 , 研究 动态 轴 对 称 黑 洞 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 蒸 发 的 主 
要 困难 在 于 不 能 把 Chandrasekhar-Dirac 方 程 分 离 变 量 成 为 径 向 和 和 角 向 两 个 部 分 . 
能 摆脱 这 个 困境 的 办 法 是 同时 考虑 Dirac 方 程 的 一 阶 形 式 和 二 阶 形式 在 视界 附近 
的 渐 近 行为 , 然后 利用 一 阶 寻 数 之 间 的 关系 式 消去 二 阶 方程 中 一 阶 寻 数 之 间 的 交 
LA, 使 得 每 个 分 量 的 二 阶 方程 成 为 单一 分 量 的 波 方 程 , 并 且 在 视界 附近 化 成 标 
准 形式 的 波 方 程 . 在 Dirac 粒 子 的 热 辐 射 谱 中 观察 到 了 一 项 新 的 相互 作用 效应 , 该 
效应 起 源 于 Dirac 粒 子 的 自 旋 与 蒸发 的 Kerr 黑 洞 的 转动 之 间 的 耦合 , 这 个 自 旋 - 转 
动 耦合 效应 的 特征 是 它 明 显 依赖 于 自 旋 为 1/2 粒 子 的 不 同 手 征 态 . 当 动 态 Kerr 时 空 
退化 为 Vaidya- 型 球 对 称 黑 洞 时 , 这 项 效应 就 消失 了 . 


这 一 节 研 究 动 态 Kerr 时 空中 光子 的 热 辐 射 . 我 们 首先 者 虑 Maxwell 方 程 的 一 
阶 形式 和 二 阶 形式 在 视界 附近 的 渐 近 行为 , 然后 利用 Maxwell 场 的 三 个 Newman- 
Penrose 复 标量 的 一 阶 导 数 之 间 的 关系 式 去 消除 二 阶 方程 中 的 一 阶 导 数 之 间 的 交 
QR, 并 把 每 一 个 二 阶 方程 在 视界 附近 化 成 标准 的 波 方程 . 同样 地 , 光子 的 黑体 辐 
射 谱 也 展示 了 一 个 自 旋 -转动 辜 合 效应 , 它 来 自 光子 的 自 态 与 辐射 的 Kerr 黑 洞 的 角 
动量 之 间 的 相互 作用 . 

现在 我 们 考虑 动态 Kerr 时 空中 无 源 的 Maxwell 方 程 . 当 忽略 自 旋 为 1 的 无 


质量 场 对 该 时 空 的 反作用 时 , 场 方程 就 由 该 痢 和 丸 时 空中 的 Maxwell 方 程 给 出 . 
在 Newman-Penrose 表述 [5, 230] 中 , 无 源 的 Maxwell 方 程 表 为 


E. E kx. vowe E 
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(D — 2p)$, — (6+ $ — 2a)óo = 一 Ag， 
(5 — 27)$1 — (A + u — 2y)9o = —06», 
(D + 2e — p)ós — (6 + 23): = 一 Xgo ， 
(5 + 28 — 7)ó2 — (A + 2u)ó1 = —vdo. (7.3.1) 


为 了 写 出 它们 在 动态 Kerr 时 空中 的 明显 形式 , 我 们 采用 上 节 中 建立 的 复 零 标 
架 , 并 插入 所 需 的 NP 自 旋 系数 后 得 到 


Ü 

8 + L - ia sin -= 0 

DE A a p — — Mo 
A d 1 m 
az 2 - Tae 0 一 jo = 0, 

MEC (s Sent, = 0, 
A 2 ia sin @ Mriasin 0 
—— {PD oie as = _ : .9. 
a (Do 6 JE [+ lb = Team, e (0392 


fi. AZ (7.3.2) p E— 35 E 4AX4& = 5,0». i = p'ó1, Bz = V2Xo KA 


(a + 5a + (C1+ “ha, - 0, 
sp Des- (d 0), = o 
(8. — =). + (Co- “Po, = 0, 
A (Ds) - (cei 4+ s = 2Mriasin OG, (7.3.3) 


AP RAC POLI 35 EMT E, HAD, HEF: 


Da = 0, + 和 nr — M) + a0, + (r? + à?)8,]. 


Pe 3E 248 AS Kerr AG (M 29 "E 3) AA ZR Vaidya- 2 RAH, 方程 (7.3.3) 
ARARA. 但 是 对 于 处 理 Hawking 辐 射 问题 , 我 们 只 需 关心 Maxwell 场 方程 在 
视界 附近 的 渐 近 行为 即 可 . 为 此 我 们 同时 考虑 一 阶 的 和 二 阶 的 Maxwell 方 程 在 视 
办 附近 的 渐 近 形式 . 
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首先 让 我 们 考虑 方程 (7.3.3) 在 视界 附近 的 极限 形式 . 在 第 一 节 引 入 的 广义 乌 
龟 坐 标 变换 (7.1.6) 下 ， 并 取 r — T jr (vo, 9), y v9 #00 — MHARE, 方程 (7.3.3) 化 
为 下 述 形式 


ð 
[An — 2(r} +0°)ru u] z— 2o + (rao + iasin borau) —9, = 0, 


la. or. 


——®, 一 (ring — iG sin Üor p.v oy = = 0, 


- la: 


[An 一 2(r2, + a?)r Hw ——®, + (ring + astro) $,-—0, 


la. 


z—492 — (rue — ia sin foru u) — 0. — (7.3.4) 


Or. x 
Áo RF 32 (7.3.4) v 69 33-3 29-09, PO fo 2-9, 不 为 零 的 话 , MAG, 0,190, 
有 非 平凡 解 的 存在 条 件 是 方程 (7. 3.4) 中 的 两 组 方程 的 行列 式 为 零 , 这 正好 给 出 前 
两 节 中 导出 的 视界 面 方 程 . 稍 后 我 们 将 会 看 到 关系 式 (7.3.4) 在 消去 二 阶 方程 中 的 
一 阶 导 数 交 又 项 的 过 程 中 起 着 关键 的 作用 . 
其 次 我 们 转 而 考虑 Maxwell 方 程 的 二 阶 形式 . 直接 但 稍为 宛 长 的 计算 给 出 
(8. ADi + LIL, + 2p8,) Bp = 0, 
(8,ADy + LiLo — 290, + Pe: 


2M 
= (ADia + LıLİ + 2pd, + r)a 


= 2iasin 0 [Mr(ð, — =) + M]&, 
(ADoB, + CoCi — 2pd,) s 

= —2M ra? sin? 06, ~ 4Mriasin9L,%p. (7.3.5) 

对 方程 (7.3.5) 作 类 似 的 广义 乌龟 坐标 变换 处 理 后 , 我 们 得 到 
rugll—2rpg)— M e? 
{ a) M. 十 2Ap 一 2r iy (ry + a^)| ard 
e 

ari Or.00, 
— |2(M — rg) + 2(rg ~ ia cos 0o)rg,. 


: 3? 
? 
Bux 
ð 
+T H9 cot 0o 十 T H,00 T TH yy@ sin? go] bo, = 0 (7.3.6) 
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以 及 


]—2rg,)— M on 


42(r* + a? — TH y@ sin? 05) — 2r. 


o" o? 
Or.Qv, Or, O0, 
re 

+2a(1 = LEY — I2(rp = M) + TH,0 cot bo 
+2(~3rp + ia cos Óo)rg,s + 8,90 + TH uva sin” Gol 2-)e. 

TH + tasin born 9 
Ag — 2(r} +a?) Ho Ore 
其 中 已 利用 了 关系 式 (7.3.4) 换 掉 了 方程 (7.3.7) 和 (7.3.8) "P 46 — FRA LS Op. 
在 计算 过 程 中 , 还 用 了 L'H6sptial 法 则 处 理 了 一 项 0/0- 型 不 定式 4, 并 已 将 4 = 
2rg(1 — 2rg,) 一 2M 代 入 了 方程 (7.3.6-7.3.8) 之 中 . 


为 了 将 方程 (7.3.6)}、{7.3.7) 和 (7.3.8) 在 视界 附近 化 为 标准 形式 的 波 方程 , 我 们 

如 上 节 一 样 调节 参数 kr, 使 这 些 方程 可 纳入 一 个 统一 的 形式 如 下 : 
8? e 2? 8? 
lara * A A T T NTN 


式 中 蒸发 的 Kerr 黑 洞 视 界 处 的 角速度 Fr 和 系数 C3 已 在 前 两 节 中 给 出 ,而 系 
HC 和 C? 均 为 实 的 ， 


C^» 十 iC; 


= ~AMr sia sin 0, Po , (7.3.8) 


400555 wA EAC,) A ——]W,=0, (7.3.9) 
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在 方程 (7.3.9) 中 , 对 于 光子 s = 1, Hp = 一 1, 0, 1 时 , VIIRES, Pd. 
应 指出 的 是 方程 (7.3.9) 包 含 上 节 中 已 讨论 过 的 Dirac 粒 子 的 波 方程 (7.2.16) 作 为 特 
珠 情形 . 对 于 s = 1/2, 当 p = 一 1/2, 1/2 时 , V,Z- 313 P», Pr. 


对 方程 (7.3.9) 的 处 理 平行 于 上 节 中 所 用 过 的 程序 , 利用 DRS 方 案 可 得 光子 从 
黑洞 发 射出 来 的 Hawking 热 辐射 谱 为 


1 K 
(No) = elw-mnp-Ci]/TH zd ’ Iu = m . (7.3.11) 


式 中 心 为 光子 的 能 量 , m 为 角 动 量 磁 量 子 数 . 表面 引力 k 的 表达 式 已 在 前 两 节 中 明 
显 给 出 . 


热 辐射 谱 分 布 (7.3.11) 源 于 光子 遵从 的 Bose-Einstein 统 计 , 它 表 明 黑 洞 就 象 黑 
体 一 样 发 射 辐 射 . 该 式 表 明 在 蒸发 的 Kerr 黑 洞 中 光子 的 能 谱 由 两 部 分 组 成 : 
a 
rj + a? — ry a? sin? bo 
sin Borne 
Ar 一 2ru v (T? 十 a?) 


B2) f mOg RR TAT HLA HES ZA HHAZA HARSHA, 另 一 项 CI 来 
& XT 469 X 6 3 5 Xe fuz uS. 从 <“ 自 旋 相关 "项 的 明显 表达 式 


Wp = [ma — TH.v) — pcos OOT Hy 


+(s +p)Mra ] = mor+C， (7.3.12) 


sin or Ho 
Ag — 2rizy(r2, + a2) 


ty Ky 出 在 稳 态 Kerr 黑 洞 情形 (MA 常数 ， TH, = THE = 0) X Vaidya-# 黑 润 情形 (a = 
Tie = 0, THy #0), 这 一 项 均 消 失 . CI 项 与 光子 处 于 不 同 自 旋 态 的 手 征 显 性 相关 ， 
它 刻 划 了 一 项 新 的 源 于 光子 自 旋 与 蒸发 黑洞 的 转动 之 间 的 相互 作用 效应 ， 


在 这 一 节 中 我 们 讨论 了 变质 量 Kerr 黑 洞 中 光子 的 Hawking 效 应 , 时 出 了 动 
态 Kerr 时 空中 光子 的 热 辐射 谱 , 其 中 额外 的 一 项 Ci 代表 一 个 新 的 自 旋 -转动 耦合 效 
应 , 它 可 能 起 源 于 光子 的 自 旋 与 戈 发 的 Kerr 黑 洞 的 角 动 量 之 间 的 相互 作用 . 这 种 
自 旋 -转动 辜 合 效应 的 特征 是 它 依赖 于 光子 的 不 同 手 征 态 . 正如 前 节 所 指出 的 , 当 
黑洞 是 稳 态 的 或 者 它 不 转动 时 , 这 个 效应 就 不 存在 了 . 


总 之 , 本 节 的 研究 证 实 了 动态 Kerr 黑 洞 中 高 自 旋 粒 子 的 热 辐射 谱 显 示 了 一 
项 新 的 起 源 于 粒子 的 内 让 自 旋 与 黑洞 的 转动 之 间 的 辜 合 效应 . 自 旋 - 转 动 耗 合 效 
应 表明 动态 Kerr 时 空 具 有 某 些 与 稳 态 Kerr 黑 洞 非 常 不 同 的 新 效应 , 稳 态 Kerr 黑 洞 
或 Vaidya- 型 球 对 称 黑 洞 不 可 能 具有 这 种 效应 . 
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$7.4 动态 Kerr 时 空中 的 自 旋 -转动 耦合 效应 


这 一 节 首 先导 出 辐射 的 Kerr 时 空中 无 质量 标量 场 、 中 微 子 场 和 电磁 场 微 扰 所 
控制 的 无 源 波 方程 , 再 用 广义 乌龟 坐标 变换 法 研究 该 时 空中 自 旋 s = 0、1/2 和 1 的 
无 质量 粒子 的 Hawking 辐 射 . 在 蒸发 的 Kerr 时 空中 , 自 旋 为 s = 1/2, 1 的 无 质量 粒 
子 的 Hawking 热 辐 射 谱 展 示 了 一 项 额外 的 来 自 粒 子 的 自 旋 与 黑洞 的 转动 之 间 的 相 
互 作用 . 这 个 效应 的 特征 是 它 明 显 依赖 于 高 自 旋 粒子 的 不 同 手 征 态 [273]. 


按照 经 典 黑 洞 物理 学 的 观点 , 一 个 转动 带电 黑洞 的 总 质量 -能 量 可 以 划分 为 三 
个 部 分 [55, 56]: 转动 能 , Coulomb 电 磁 能 以 及 后 来 被 Smarr [84] t MR 25 d do fib 
的 不 可 约 质 量 . 相应 地 , 一 个 荷 电 粒 子 在 带电 的 轴 对 称 黑 洞 中 的 能 量 由 电磁 相互 
作用 能 和 由 于 粒子 的 轨道 角 动 量 与 黑洞 的 转动 相互 厅 合 的 能 量 这 两 个 部 分 组 成 . 
除 这 两 个 成 份 之 外 , 人 们 朴素 地 期 望 应 该 有 其 他 形式 的 相互 作用 存在 , 例如 来 自 
黑洞 的 转动 或 加 速 与 旋转 粒子 的 内 课 自 旋 之 间 的 引力 耦合 相互 作用 [323]. 除非 在 
系统 的 Hamilton 量 中 手 放 进 自 旋 -转动 耦合 项 , 或 者 在 非 相 对 论 性 近似 下 考虑 高 阶 
的 自 旋 相对 论 性 效应 , 这 种 愿望 是 不 可 能 实现 的 , 因为 Hawking 辐 射 谱 表明 在 一 个 
转动 的 稳 态 黑洞 中 是 不 可 能 有 这 类 效应 存在 的 . 熟知 的 稳 态 时 空中 各 种 粒子 的 热 
辐射 谱 由 下 式 给 出 

1 
exp[(u — mQ, — ed4)/T4] +1’ 


式 中 的 三 个 常数 Q,， O47 TMA GE HEIL 68 ARR, 电势 和 有 效 温度 ， 
而 总 为 粒子 的 角 动 量 磁 量子 数 , e 为 粒子 的 电荷 . 利用 Damour-Ruffini 和 Sannan 建 
议 的 方法 , 可 以 容易 地 从 Kerr 时 空中 的 Teukolsky 主 方程 导出 热 谱 公式 (7.4.1). 


但 是 , 如 果 人 们 去 考虑 动力 学 黑洞 中 高 自 旋 粒子 的 Hawking 辐 射 的 话 , 情况 
就 会 有 所 不 同 了 .最近 我 们 利用 广义 乌龟 坐标 变换 法 研究 了 变质 量 Kerr 黑 油 
中 Dirac 粒 子 和 光子 的 蒸发 ,在 自 旋 为 1/2 和 1 痊 子 的 热 辐射 谱 中 观察 到 有 一 种 新 的 
由 Dirac 粒 子 或 光子 的 内 课 自 旋 与 辐射 的 Kerr 黑 洞 的 角 动 量 耦 合 的 相互 作用 效应 . 
这 种 自 族 -转动 看 合 效 应 的 特征 是 它 明 显 依赖 于 旋转 粒子 的 不 同 手 征 态 . 当时 空 退 
化 为 Vaidya- 型 球 对 称 黑洞 时 , 这 个 效应 就 消失 了 . 需要 指出 的 是 , Klein-Gordon 粒 
子 的 Bose-Binstein 分 布 中 不 存在 这 种 效应 . 


下 面 我 们 首先 导出 一 个 蒸发 的 Kerr 黑 洞 中 标量 场 、 中 微 子 场 和 电磁 场 的 
微 扰 波 方程 . 需 注 意 的 是 , 由 于 该 时 空 属于 Petrov I-X, X T 48 Kerr m dk 
扰 的 Teukolsky 方 案 不 能 直接 应 用 于 动态 Kerr 黑 洞 的 引力 微 扰 分 析 . Vaidya 时 空 


(Ny) & (7.4.1) 
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属于 Petrov D- 型 ， 该 时 空 的 Hawking 效 应 已 经 在 Teukolsky 微 扰 论 框架 下 研究 过 
了 [318]. 然后 再 用 DRS-ZWC 方 法 (推广 的 GTCT 法 ) 研 究 动 态 Kerr 黑 润 中 自 旋 为 0， 
1/2 和 1 的 无 质量 粒子 的 Hawking 辐 射 , 我 们 发 现在 旋转 粒子 的 热 辐射 谱 中 出 现 了 
一 项 额外 的 相互 作用 能 量 , 它 起 源 于 粒子 的 内 课 自 旋 与 黑洞 的 转动 之 间 的 耦合 . 
当 该 时 空 退 化 为 一 个 稳 态 Kerr 黑洞 或 是 一 个 Vaidya- 型 球 对 称 黑洞 时 , 该 效应 就 消 
KT. 


在 本 章 第 一 节 中 , 我 们 已 给 出 了 描述 辐射 的 Kerr 黑 洞 在 超前 的 EF 坐 标 系 
中 的 度 规 形式 (7.1.1), 其 中 和 A = r? —2M(v)r + a?, E = r? + o?cos?0 = p*p, 
p =r —iacosÓ, p =r + iacos0. 该 线 元 是 稳 态 Kerr 解 在 动态 情形 中 的 一 个 自然 
推广 


为 了 导出 燕 发 的 Kerr 黑 洞 中 标量 场 、 中 微 子 场 和 电磁 场 微 扰 方程 , 我 们 选取 


一 个 复 零 标 架 , 其 分 量 [u, r, 0, P] 如 下 : 
A 
T u 
= d sua + ap^ 十 Sô, 


"Ty (iasin 03 + 6) + ——85), 


mt — ——_{ — u imet. Hi 
m 5; ia sin 965 + d5 €) 


r? 
|^ 2 —69, nt 一 


在 Newman-Penrose 表 述 中 , 33 Weylit X noon HERA = V2Xm faxo = VE no/ p; 
对 Maxwell 复 标量 go, died; VE AXAR = p*bo/(V2p), 9, = pid = v2)», 
然后 把 它们 代入 Weyl 方程 和 Maxwell 方 程 中 , 可 得 到 下 面 的 一 阶 方程 : 


对 于 Weyl 中 微 子 
OrX1 + Lijexo = 0, AD 2X0 一 La = 0; (7.4.2) 
对 于 光子 


(O, +1/p°)®1 + (Li+iasing/p')®o = 0, 

A(D — 1/p*)®o — (Li — iasin0/p*)&; = 0, 

(0, — 1/p")®o + (Cg — iasin8/p*)9, = 0, 

A(Dy + 1/p*)®, — (£l + iasin 6/p*)®, = 2iMrasin9®), — (7.4.3) 


其 中 我 们 定义 了 算 符 
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2 
n 二 Or 十 一 X [n(r — M) + a8, + (r? + a?)8,] , 
Lu EEES T .0 E, A 
sin 7 
1 i gs 
Ly, = Og + ncot 0 + go + ia sin 90, . 


除 在 稳 态 Kerr 黑 润 (M 为 常数 ) 或 Vaidya- 型 时 空 情 形 外 , 方程 (7.4.2) 和 (7.4.3) 
一 般 不 能 分 离 变量 . 但 是 对 于 研究 Hawking 效 应 , 人 们 可 以 而 且 只 需 关 心 它们 在 视 
界 附 近 的 渐 近 行为 . 为 此 , 基于 所 研究 的 时 空 具有 关于 gp- 轴 的 对 称 性 , 可 以 引入 如 
下 的 广义 乌龟 坐标 变换 (GTCT) 


re =r + g- ln [r—ra(v, 6), Us = V ~ Up, 0, =80— 0), (7.4.4) 
A Fry = Tu(v,0) E e 4E BUR 84 X, k 为 可 调节 和 参数. 所 有 参数 k, ugo 和 80 在 乌 匈 
坐标 变换 下 不 变 , yo 和 b 标 识 黑 洞 的 初始 状态 . 


采用 广义 乌龟 坐标 变换 (7.4.4) 并 取 r 一 TH (to, bo), U — Ug aĝ — Og FRIES , a 
程 (7.4.2) 和 (7.4.3) 可 以 化 成 如 下 形式 


DYp+l OV, — 
o ^ (ruo ia Sin bor n...) m 0, 
(rz, o + ia sin Or yy) OV pr + [An — 2(r5 + o?)rg,.] LU 0. (7.4.5) 


Ór, 


Hp = —1/2,1/2(s = 1/2), Wp 代表 Weyl 旋 量 Xo, xi; Hp = —1,0,1(s = 1) 时 ， 
Wp 则 表示 Maxwell 标 量 0, i, 4. 在 上 式 中 , 我们 记 Ap = r2 — 2M(vo)rg +a. 
WE Er ny 一 Out HFT 1,9 一 Borr 描 述 视界 随时 间 和 沼 角 度 的 变化 率 ， 它们 反映 了 
在 视界 附近 存在 有 量子 转动 能 层 . 


显然 于 ,有 非 平凡 解 的 存在 条 件 是 方程 (7.4.5) 的 行列 式 为 堆 , 这 给 出 事件 视界 
面 方程 


Or, 


Ag — 2(rg t a?)ru,, + a? sin? Ori, + Tio = 0. (7.4.6) 
该 方程 也 可 以 从 零 曲 面 方程 : g OFO F = 0 作 类 似 的 乌龟 坐标 变换 处 理 得 到 . 


从 上 面 对 一 阶 方程 的 处 理 可 以 看 出 , 我 们 可 以 得 到 确定 动态 Kerr 黑 洞 的 事件 
视界 面 方程 (7.4.6}. AI, 在 后 面 将 会 看 到 关系 式 (7.4.5) 可 用 来 消去 二 阶 方程 中 
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的 一 阶 导 数 项 , 使 每 一 个 分 量 满足 的 方程 均 化 为 单一 分 量 的 波动 方程 . 从 一 阶 方 
程 (7.4.2) 和 (7.4.3) 出 发 , 可 导出 其 对 应 的 二 阶 方程 如 下 : 


(OQ. ADi s 十 Li a £i 2)X0 =p , 
(AD, /28, + CuaCiz)Xi = iMasin 8(2r0, + 1)xg (7.4.7) 


(OG, ADi + LIL, + 2p8,)h = 0, 
(0,ADg + Li Ly — 290, + 2M p/p*?)%, 
= (AD, + £,L) + 290, + 2M p/p**)®, 
= 2iMasin6|r(0, — 1/p*) +1] ®o, 
(AD 9d, + LoL} — 2p0,)B> 
= —2Mro’ sin? 0G — 4iMrasin OL, Sp. (7.4.8) 


需 指 出 的 是 方程 (7.4.7) 和 (7.4.8) 也 可 以 通过 仿照 Teukolsky 微 扰 论 经 退 耦 处 理 得 
£j, 而 这 里 的 处 理 是 直接 从 一 阶 方程 作 县 体 计算 而 时 出 这 些 方程 的 . 方程 (7.4.7) 
和 (7.4.8) 的 左边 对 应 于 稳 态 Kerr 时 空 情形 , 而 右边 的 与 质量 MM 的 时 间 导 数 有 关 的 
项 则 是 动态 Kerr 黑 洞 情形 所 特有 的 , 可 以 证 明 它 们 与 族 系 数 v 有 关 . 


对 于 无 质量 的 标量 场 , 无 源 的 的 标量 波 方程: 00 = 0 在 动态 Kerr 时 空中 可 写 
为 


(A^D,0, + LiL) + 2p0,)® = (8, AD + Lİ Lo — 2p0,)® = 0. (7.4.9) 


方程 (7.4.7-7.4.9) 可 视 为 推广 的 Teukolsky 主 方程 . 当 黑 洞 质量 M 为 一 个 常数 
或 者 黑洞 不 转动 时 , 这 些 方程 可 回 到 已 有 的 结果 . 由 于 动态 Kerr 黑 洞 属于 Petrov 
I-E, 研究 这 个 时 空 的 引力 微 扰 非常 复杂 , 对 于 Weyl 张 量 旋 量 的 分 量 加 和 妨 ， 不 
难 完成 微 扰 分 析 , 但 对 于 其 它 Weyl 张 量 旋 重 的 分 量 , 微 扰 处 理 则 不 是 一 件 轻 松 的 
工作 . 


上 面 已 导出 了 动态 Kerr 度 规 中 控制 标量 场 、 中 微 子 场 和 电磁 场 微 扰 的 主 方 
程 . 现在 通过 考察 自 旋 为 0,1/2 和 1 的 无 质量 粒子 的 Hawking 辐 射 来 研究 该 时 空 的 
重子 热 性 质 . 对 二 阶 方程 (7.4.7-7.4.9) 实 施 广 义乌 龟 坐 标 变换 处 理 并 取 趋 于 事件 视 
界 的 极限 后 , 可 以 把 它们 纳入 一 个 统一 形式 的 在 视界 附近 的 标准 波 方程 


3'Ü, ry, Ov, FT, 
+ 2 一 一 -一 + 20H ao Y» uL ETT -86, 


oy 
p Dr OU: 十 2(C? 十 iC) 


ar -9, (7410 
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KP Oy FOC, Co, C439 A KK HK, 


Q, a(l — rg.) "E rip 
H~ 2 2 2 * 2 ) 3 一 DO In) 
Tj + a^ — T g,,G^ sin” Oo r2. +a? — rg a? sin? Oo 
一 
C; iC = -ra ;— 335? rg — M + iacos tor 
á i 2(r?, +a? -—rg,0 sin? 0o) plra oH) 


—2(2p + 1)THTH w + cot Oor Ho + T H,09 + TH py sin” 6 
a? sin? Oor Hw — ta Sin bor d 
An = 2rn v(rz 十 a?) 


当 p = s = 0 时 , 标量 场 理 作 为 特殊 情形 包含 在 波 方程 (7.4.10) 中 . 对 所 有 的 
场 分 量 作 适 当 变 换 后 , 方程 (7.4.10) 对 于 一 个 传播 的 外 引力 场 也 成 立 . 在 导出 方 
程 (7.4.10) 的 过 程 中 , GAIL’ H6spital 法 则 处 理 了 一 个 0/0- 型 不 定式 而 得 到 了 一 个 
有 限 值 2(rrr — M) — Argr gv, 而 且 已 调节 参数 使 之 满足 


+2(s +p)Mry 


ru(1l-2r -M 
Grid See M + 2Ag —2ru.s(r?, +a?) =r} -- a? — rg,a? sin? o. (7.4.11) 


由 此 式 我 们 可 得 到 表面 引力 
M rg(1 = 2r iy) -M 
— (rà + a? -rupa sin? 00)(1 — 2rg,) + 273, 9 


AS Kerr FH) 8 FARIS Er ALIUS x/ (20) PART ASAT I8] v, 而 且 也 
依赖 于 角度 9. SP RRA RAM x 0) 情 形 , TAI ANGEL UE I ELA, 
但 在 这 里 我 们 不 作 此 分 析 . 


在 上 面 的 处 理 中 , 最 关键 的 一 步 是 要 利用 一 阶 导数 之 间 的 关系 式 (7.4.5) 去 换 
掉 二 阶 方程 中 的 一 阶 导 数 交 叉 项 .另外 也 很 重要 的 是 要 调节 参数 k 使 每 个 二 阶 方 
程 在 视界 附近 化 成 标准 的 波动 方程 , 同时 也 得 到 k 的 表达 式 . 


既然 方程 (7.4.10) 中 的 各 个 实 系 数 在 视界 附近 可 视 为 有 限 的 常数 ,方程 (7.4.10) 
有 分 离 变 量 形式 亚 。 = R(rn)exp[A0, + i(mo — wv,)), 其 径 向 部 分 的 解 为 尼 = 
Ri exp[2i(w —mQy 一 Oi 十 iC0)7,| 十 Ro, HP Ri 和 RRz 为 积分 常数 ,和 为 一 个 实 的 分 
离 变量 常数 ， Co = AC3 + Co. 


Ad iW = exp[A0, + i(mo 一 WU.) ERI = rp 上 是 正则 的 , 而 出 射 波 


(7.4.12) 


V» (r > rg) = Vr exp[2i(w ~ mfg — Ci + iCo)r.] (7.4.13) 
是 不 解析 的 , 但 可 沿 下 半 复 r- 平 面 将 其 从 视 四 外 解析 延 拓 到 视 埠 内 为 
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Pout (r < rg) = Wy" (r > rg)exp[n(u — mp — C, + iCo)/«]. (7.4.14) 


JR4& Damour-Ruffini-SBannansE 3 49 27 ik, 粒子 在 事件 视界 上 的 相对 散射 几率 
和 从 黑洞 辐射 出 来 的 热 谱 分 别 为 : 


is = exp[-2z (w — mMQy — C1)/k], 
(Nw) = ad (7.4.15) 


exp[2z(w — mQy — C1)/k] — (—1)4% ' 


式 中 [(w) 为 粒子 以 一 定 模式 从 视界 逃 到 无 穷 远 处 的 透射 系数 , mm 为 角 动 量 磁 量 
子 数 , Q5 可 以 阐释 为 蒸发 的 Kerr 黑 洞 事件 视界 上 的 角速度 ,而 与 <“ 自 旋 相关 ”的 
项 CI 的 明显 表达 式 为 

1 


Ci = Iu |- Pacos 60 
r2, +a? — ry ya? sin? bo , 


十 (5 +p) 


Mryasin org o ] (7.4.16) 


Ay — 2rg (r2, 十 a2)] 

自 旋 为 8 的 粒子 的 热 辐射 谱 (7.4.15) 由 两 个 部 分 组 成 : ws = mOg + C1, 其 一 
Jj 5 35 f&mOg, 'E JR ECT EUR dg db 5 dT d Sii f sp Y 2 8 ed JE — 
为 Cl, 该 项 来 自 黑洞 的 角 动 量 与 粒子 的 内 襄 自 旋 之 间 的 耦合 .在 稳 态 Kerr 黑 
洞 (jM 为 常数 ， TH. = THE = 0) 或 者 Vaidya- 型 SER (a = TH = 0, TH,v # 0) 情形 ， 
C1 均 为 零 ， 当 黑洞 不 转动 时 , 热 谱 (7.4.15) 回 到 已 知 结 果 , 而 且 当 rjy。 ~ 0( 即 流 
8] L = —dM/dv = -M 之 0) 时 , 它 趋 于 公式 (7.4.1). 


为 了 更 明显 地 看 出 Ci 项 的 意义 , 如果 在 天 体 物理 学 意义 上 可 和 急 咯 黑洞 的 角 向 
B Rrno, 那么 在 微 燕 发 和 慢 转 动情 形 下 , ww 可 近似 为 


wp c: (m 一 p Te ) = müg-c-Ci, (p=0,1,---,2s) (7.4.17) 


Atry,/(1- tem 随时 间 的 演化 , 而 因子 cosgo 来 自 自 旋 -转动 耦合 的 标 
ER. 在 息 略 角 向 形变 ( 取 rpe = 0) 的 情况 下 ,图 4a, 4b E] zs = 1/2, HEAT , 比较 
了 自 旋 -转动 辜 合 项 与 “通常 "的 转动 能 mQn( 在 图 中 zj ru). 


CI 项 明显 与 粒子 处 于 不 同 自 旋 态 的 手 征 有 关 , 它 标 识 了 一 项 起 源 于 粒子 的 自 
旋 与 蒸发 慰 洞 的 转动 之 间 的 相互 作用 的 新 效应 . 这 个 新 的 自 旋 -转动 耦 合 效应 的 特 
征 是 它 依 赖 于 旋转 粒子 的 不 同 手 征 态 . 


Pee PTE 
| 


图 4a 在 慢 蒸 发 和 忽略 角 向 形变 的 情形 下 ， 自 旋 - 转 动 耦 合 
项 CI 与 转动 能 mngQp 的 比较 : 电子 情形 (s = 1/2) 


图 4b 在 慢 蒸 发 和 忽略 角 向 形变 的 情形 下 ， 自 旋 - 转 动 耦合 
项 C1 与 转动 能 mQg 的 比较 : 光子 情形 (s = 1) 


一 一 


这 一 节 的 研究 不 仅 包 侈 了 Vaidya 时 空中 自 旋 粒子 的 热 辐射 谱 而 且 也 
为 York 的 猜测 [287] 提供 了 部 分 证 据 , 即 带电 的 转动 黑洞 的 量子 辐射 可 能 起 源 
于 量子 能 层 效 应 . 在 这 里 我 们 建议 动态 Kerr 黑 洞 的 辐射 机 制 可 以 被 量子 转动 能 层 
所 改变 , 而 这 个 能 层 可 看 成 是 经 典 转 动能 层 与 York 的 量子 能 层 的 一 个 混合 物 . A 
此 ,我们 认为 动态 黑洞 一 定 具 有 某 些 与 稳 态 黑洞 完全 不 同 的 新 的 特性 , 而 本 节 所 
研究 的 自 态 -转动 褐 合 效应 可 能 就 是 一 个 较 好 的 例子 . 


87.5 动态 Kerr-Newman 黑 洞 的 了 awking 辐 射 


这 一 节 利 用 前 面 发 展 了 的 广义 乌龟 坐标 变换 法 去 研究 动态 Kerr-Newman 黑 洞 
+ Klein-Gordon X£-f:«Diracf-T tġHawking A, 3 88 Diracki F $8 3A 5$ 4d Fermi 
iP RH BRADMAN, 而 在 标量 粒子 的 Bose 谱 中 没有 这 项 效应 . 这 
个 效应 的 特征 是 它 明 显 依赖 于 自 旋 -1/2 粒子 的 不 同 手 征 态 ， 


在 超前 的 Eddington-Finkelstein(EF) 坐 标 系 中 , 动态 Kerr-Newman 黑 润 的 度 
BBA 
A — a? sin? 0 


ds? — —— (dv — asin? Ody)? — X(d0? + sin? Ody’) 


—2(dv — asin? @dy) (dr — a? sin? 0dq) , (7.5.1) 


RPA = r? —2M(v)r + Q*(v) + a?, X = r? + a?cos?0 = p*p, p* = r + iíacos6, 
p-—r- iacos0. XAKEA EME t E QIS ZAHM Boe BK, 但 比 角 动量 a 为 一 
个 常数 . 


HRZ [324] Cie RE3AL( 7.5.1) 3 [8] EE 1-70 XX 
A= dou (dv — a sin? bdy) (7.5.2) 


是 Einstein-Maxwell 方 程 的 一 个 精确 的 “辐射 ? 解 . 正如 不 带电 的 情形 一 样 , EUR 
的 Kerr-Newman 黑 洞 的 线 元 是 稳 态 Kerr-Newman 黑 润 解 在 动态 情形 下 的 一 个 自 
然 推 广 , 但 它 属于 Petroy 开 型 ， 而 后 者 属于 Petroy D- 型 ， 时空 (7.5.1) 的 几何 
特征 由 三 类 曲面 所 刻 划 : 表面 视界 rt = Mt (M? ~ E- a), 类 时 极限 
Ort, = M+ (M? — Q? 一 a2cos20)872 和 事件 视界 ri = 7F， 事 件 视 界 必 须 是 一 
个 零 曲面 , BLE RAG 0, FOLF = Oe F(v,r,O) — 0. 广义 乌龟 坐标 变换 
法 (GTCT) 可 以 非常 有 效 地 确定 动力 学 黑洞 的 事件 视界 和 温度 . 
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下 面 用 广义 乌龟 坐标 变换 法 从 零 曲面 方程 导出 视界 面 方程 . 基于 动态 Kerr- 
Newman 黑 洞 是 关于 wp- 轴 对 称 的 , 可 以 引入 与 第 一 节 完 全 相同 的 广义 乌龟 坐标 变 
4(GTCT) 


r, In[r — ry (v,0)], U,-—v—v9, & =O-H, 


1 
xd: 2K(Uo, 09) 


其 中 rr = ry(v, 昌 为 事件 视界 的 位 置 , k = (09,09) 为 一 个 可 调节 参数 ， 所 有 参 
Jk c, ugo 和 6 在 乌龟 坐标 变换 下 均 不 变 , vuo 和 gb 标识 黑洞 的 初始 状态 . 


ATA) 1 7 Fg O, FOF = 0 应 用 GTCT 并 取 r — rg(vo,09), v > vo 和 0 > 
G0 极限 后 得 到 


ð 2 
af) = 0. (7.5.3) 


显然 方程 (7.5.3) 有 解 的 条 件 是 要 求 方 括号 里 的 系数 项 为 零 , 即 


[An — 2(rz +a7)ray + a? sin” OOT Fry + ro] ( 


An — 2(rh + a?)rg,, +a sin? Ori, + Tio — 0, (7.5.4) 


AT 已 记 Ap == T = 2Mru = Q? + a^. AG Yr: = Org / Over jp 9 一 Org / 0038 
划 事 件 随时 间 和 角度 的 变化 , 反映 了 在 视界 附近 存在 有 量子 能 层 . 由 视界 面 方 
程 (7.5.4) 可 以 确定 动态 Kerr-Newman 黑 洞 事件 视界 的 位 置 , 不 难得 到 


ee 


M | M? Q? + a? sin” borf + Tho 1 1/2 
(1 P 2r ny)? l 一 2T Hy 


En (7.5.5) 


ale 
Q = 0 时 , (7.5.5) 式 回 到 动态 Kerr 黑 洞 情形 下 的 已 知 结果 . 
现在 我 们 首先 研究 具有 最 小 电磁 耦合 的 Klein-Gordon 方 程 在 视界 附近 的 渐 近 
行为 . 描述 质量 为 Lo、 电荷 为 e 的 标量 粒子 动力 学 的 波 方程 
0 + ieA,) | V=g9"" (8, + ieA,)9] + uà — 0, (7.5.6) 
在 时 空 (7.5.1) 中 的 明显 表达 式 为 
| A0; + 2(r^ + a°) 十 2abr + 200), + a? sin? 002 + 02 + cot 00, 


1 
to +2r0,+2(7— M + ieQr)Ó, +ieQ ~ mE] =0. (7.5.7) 


在 视界 r 二 ry 附近 , 方程 (7.5.7) 的 渐 近 形式 为 


z]j 太 


l-2 一 M 
| [m Saw) - M +2An — 2r u (r7 十 a?)] Lad 


Or? 
+2(r} + a? — rg a? sin? m. — 2ru "n 
j Or,Qv, Or.00, 


e? ; 
+2a(1 一 LEER — (—2rpTH,v ~ 2ieQry 


Tu, COL bo + TH,90 + T Hw" sin” 00) 二 E =). (7.5.8) 


在 导出 方程 (7.5.8) 的 过 程 中 , 已 利用 了 事件 视界 面 方程 (7.5.4) 去 处 理 一 个 0/0- 型 不 
定式 而 得 到 它 的 有 限 值 为 


A — 2(r? + 0? )riny + a? sin? Orua + r2, 


vi T—TH 


= 2Z(rg PS M) = ÁT HT yy . (1.5.9) 


通过 调节 参数 k, 可 以 把 方程 (7.5.8) 化 成 视界 附近 的 标准 波动 方程 , 但 我 们 把 这 件 
工作 留待 稍 后 去 做 . 


其 次 , 我 们 再 来 研究 放量 粒子 的 Dirac 方 程 在 视界 附近 的 渐 近 行为 . 为 了 
在 Newman-Penrose 表述 中 写 出 Dirac 方 程 的 明显 形式 , 我 们 建立 下 述 复 的 截标 架 
AAR RA: I-n--m-m- 1, 


l = dv-—asin'ódp, n= EXC — asin’ Ody) —dr, 


1 
m = ——{isin Olady — (r° + a*)\dy| — Xd0 , 
Y, [adv — ( )de] } 


1 
m = ——{ ~ isin [adv — (r? + a?)dy] — Xd , 7.5.10 
并 且 得 到 相应 的 方向 导数 为 
r? + o? A a 
D=-9d0,, A= 5 Oy + ar nO, 
L gn. x 1 

0 = Vp (ia sin 00, + Op + 509) i 

~ l m 2 

0 = WA 一 10, SN 00, + Op = or) (7.5.11) 


不 难 求 出 动态 Kerr-Newman 时 空 在 上 述 零 标 架 中 非 零 的 旋 系 数 如 下 : 


PON ii ma Ny H 
(m | Heb dux 


f 
F DOCTORAL DISSER lA HON 


上 -和 coS8 rA r—M 
p =, p* 》 y , Y 9972 2y) , 
_ & | tasin > = (Mr 一 QQ)ia sin 0 
H 2D" ? — yp? ) m V2Xp J 
: za sin 0 cot 0 ira sin Ü 
CQ = f — a T 一 一 = 一 一 一 一 十 1.9.12 
à Vas 2V2p* — V/2Xp' inia 
将 电磁 势 在 零 标 架 上 的 投影 
An”, A-l=A-m=A-m=(0 (7.5.13) 


和 所 需 的 旋 系 数 代 入 四 个 耦合 的 Chandrasekhar-Dirac 方 程 在 Newman-Penrose 表 
述 中 的 表达 式 [243] 


(D-€— B4 ieA-1)Fy-- (6-8 — o ieA .mh = G, 


2 
(A+tp—ytieA-n)Fo+(6+6—7T+ieA-m)F, = BGs, 
(D+ — p +ieA :DG — (6+ 7° —a* +ieA-m)G, = ah 
(A+ pt —7* - ieA - n)G, — (6+ 8* —7* -ieA - m)G4 = ur (7.5.14) 
可 以 得 到 
-(& + )R + EC ee woe) 3 = Aa, 
(Da - ER. Tig Cle A = BGs, 
die iE + Teen a, = VR. 
= (Dia + L ee)Gi- id - win 08 ONG, = HAR ， (7.5.18) 


JP uo, e 分 别 为 Dirac 粒 子 的 质量 和 电荷 , 方程 (7.5.15) 中 算 符 LC, 和 Lt 的 定义 与 前 
面 几 节 一 致 ,另外 还 定义 了 如 下 的 算 符 : 


Di = 0, + A"! |r — M + ieQr + 20d, + 2(r? + a?)0,] . 


在 方程 (7.5.15) 中 进一步 作 代 换 丙 = xh. fo = NW LE. G, = Qı 和 G2 = 
zz» 可 以 将 其 简化 为 


QU PT rj Lace dn { 论证 
SI DOCTORAL DISSERTATION 
: Om 


—Ó,P, + CU 有 =， ADiP + Li PA = ipp Qe , 
—0,Q2 — £j 4Q = ihop h , AD Qi — £12Q» = ipopP, . (7.5.16) 


由 于 Dirac 方 程 (7.5.16) 在 下 列 替换 下 仍 可 被 满足 
Qu P, Qo Ft, eQ 一 —eQ, 


PVA RE AXE SE OH (P, PT. AR AS Kerr-Newman E 38 (M 29 HFK) 和 球 
对 称 Vaidya-Bonner 黑 洞 (a = 0) 情 形 外 , 方程 (7.5.16) 不 能 事先 分 离 变 量 . 先前 已 多 
次 强调 , 对 于 讨论 Hawking 辐 射 问题 , 人 们 只 需要 关心 场 方 程 在 视界 附近 的 渐 近 行 
为 . 
在 广义 乌龟 坐标 变换 下 , 方程 (7.5.16) 在 视界 附近 的 渐 近 形式 为 
(Tie Fia sin ð TH ) d — [An — 2(r? 十 a^)rg JÊ p, = 0 
i o H Op, A (^ Qr, i 
i 0 
=P 十 (re — iasin bor Hv) a, P = 0. (7.5.17) 


对 于 1 分 量 和 2 分 量 存 在 类 似 的 关系 式 . 

PoP% AEF SUR BP 9E(7.5.17) PERS Pee P, 不 为 零 一 的 存 
在 条 件 是 方程 (7.5.17) 的 行列 式 为 零 , 这 正好 给 出 事件 视界 面 方程 (7.5.4)， 关 系 
式 (7.5.17) 的 重要 性 还 在 于 要 利用 它 去 消除 二 阶 方 程 中 的 一 阶 导 数 交 叉 项 . 另外 ， 
只 有 同时 考察 一 阶 Dirac 方 程 及 其 二 阶 方程 的 渐 近 行为 才 是 完全 自 洽 的 , 因为 四 分 
草 Dirac 旋 量 应 该 同时 满足 它们 . 


现在 来 考虑 Dirac 方 程 的 二 阶 形式 . 经 直接 计算 得 到 
(AD /20, 十 Lipk! n = pod) P 一 Hola sin OQ = iAQ1) 
—iasin 0[(2Mr — QQ)O, + M — 2ieQr] Pa, 


(0,ADj/2 + E sa = uox) P, = uola sin 0Q, T Q3) ‘ (7.5.18) 


它们 在 视界 附近 有 如 下 渐 近 形式 


te, > r, 、 
e». DOCCÉORAE DISSERTATION 
BH 


> SI d . ; 
i v] i fa MY RA PY J 


ra(l = 2T Hy) -M 2 2 g? 
{ po T 2A rr = 2r Hy (TH + a )] ôr? 
2 2 2. 2 o" 3’ 
十 2(77 + a^ — rg a^ sin 90) a 9v, J, 2r n ag. 58, 


g 
+2a(1 — ry) 23:5 


— (rg — M — 2ieQrg + rg g cot bo 
+(ia cos ĝo — Ar p)r m, + TH,00 + TH’ sin” 09) = bP, 


= —2i(Mry — QQ)asin b - 2 


Tgo--iasinüprg, Ô 
NULL. A hace S LI m A 
Ag — 2(r?, + a?) ray Ore 


= —2i(Mry — QQ)asin bo (7.5.19) 


TH(l—2ry,) —M à" 
((E88 209) A — 2rg (ris d*)] o 


2 e? 


+2(r2, + a? — rg a? sin? 69) —— — 2rg a —— 
(ra M S 0) Br 8v, Dr 06, 


Q* . . 
+2a(1 一 LEER 一 (M — 21eQrg — 1G COS OOT Hv 
; ð 
+r ug COt Oy + TH 09 + THa sin? 00) ar. I2 =0, (7.5.20) 


其 中 已 利用 关系 式 (7.5.17) 中 的 第 一 个 式 子 去 换 掉 方程 (7.5.19) 中 的 一 阶 导 数 
i Py. 
为 了 将 方程 (7.5.8)、(7.5.19) 和 (7.5.20) 在 视界 附近 化 成 波动 方程 的 标准 形式 ,， 

需 调节 参数 使 之 满足 

bah ri) M T aid + 2An —2rg.(rz +a) =r} a? —rg,a sin? bo, (7.5.21) 
由 此 并 利用 方程 (7.5.4) 后 可 得 到 事件 视界 的 “表面 引力 ” 
ks LL eas 
(rà, + a? — ru, a? sin” 00)(1 — 2rg,) + 2rig 


在 进行 这 样 的 系数 调节 后 , 这 些 波 方程 可 纳入 一 个 统一 的 形式 


K 二 


(7.5.22) 


Ó* a? 
T22—— +207 一 一 


o o? X ð 
mt Gol OH ae ao a AER y -0, (7523) 


AMA, WR Au X 
d the ex 


总 ^ 
(g 95) DOCTORAL DISSLRIA UON 
a 


a(1 一 TH) Ory | 


Qy = 


一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 ou 
r? + a? — rg , a? sin? 0, ' 


= —— ———— —Á——À34 : 
r?, + a? — rg 0? sin? Oo 
"S —THO 
je» 55 
r2, + a? — rg ,a? sin” bo 


tO 790535 29 3X: 61 HH, 对 于 更 = 局， 


一 
C2 == ee ane ne ojo 0 a Ira (1 = Arg v) =M + TH,00 


2(r2, + a? — ryva? sin? 9%) 
2(Mrg 一 QQ)r Hva? sin? L 


+r. a? sin? 0s + rg o cot Ü 
H ,vv 0 H,0 0 + Ay a 2rg v(r?j Jr a?) 
一 
Ci, = — 一 一 一 一 | a COS 0 
; 2(r2, + a? — ry ,a? sin 65) = j 


2(Mry 一 QQ)r joa sin fo] 
EXIT NU dad 


XT FU 一 Po, 
Q, = MTH t ruso t Twa" sin’ Oo + rm cot 6 
au 2(r2, + a? — rg ,a? sin? 09) i 
T H.,G COS Oo 
z 572 X02 5r. a2n3g3 7.9.29 
1 2(r?, + a? — rg „a? sin? ĝo) ( ) 
A ASTU, 
CER —Argr ug, + Tyo COLÓS + T 1,96 + THO" Sin? Oo 
í 2(r} + a? 一 TH yO? sin? 05) i 
ER (7.5.26) 


在 视界 附近 , 上 述 各 系数 可 近似 地 视 为 有 限 的 实 常 数 , 因而 方程 (7.5.23) 可 看 
作为 一 个 常 微分 方程 , 其 解 可 以 有 分 离 变 量 形式 


V = R(r.)O(0,)e v7). 
其 径 向 部 分 和 角 向 部 分 分 别 满 足 


R" 十 2i(—iCo + C, 十 7 人 十 eP y 一 w)R = ; e' = AQ i (7.5.27) 


式 中 为 分 离 变 量 过 程 中 引入 的 一 个 常数 . 考虑 到 当 过 渡 到 球 对 称 情 形 或 稳 
A Kerr. 3) n f 5 35 27 19 5) B SUE HERE BRAS VHRR BH, 和 A 为 
应 取 为 实数 , Co = 和 C3 + Cy. 方程 (7.5.27) 的 通 解 为 


ToS 
X NS "^N 


T o] A Tbe ite & 
EE POC LORAL DISSER TA PION 


2, * 


Ds A. 态 轴 对 称 : x 0C IS — 一 d 
R=R, e2li(w—m2. x -eby —C1)-Co]r. +R, O = ee. (7.5.28) 
AP RAO Ry HAD FH. 


方程 (7.5.23) 的 入 射 波 解 和 出 射 波 解 分 别 是 
V. = pg US timo t AG, l 


Vout (r > TH) = es timp + Ade e 2[i(u mfg ~e y —C1)- Co]r. l (7.5.29) 


入 射 波 亚 im 在 视界 上 是 正则 的 , 而 出 射 波 亚 oot 则 是 非 解析 的 , 但 可 以 沿 下 半 复 r- 平 
面 将 其 从 视界 外 解析 延 拓 到 视界 内 


(r rg) — (rg — r)e ^" 


为 
Vor <TH) = Vo(r > rp)e™ /ser my -etu —C1)/ (7.5.30) 
在 事件 视界 上 , 粒子 的 相对 散射 几率 为 
Vos 2 go mfi ceu CI) (7.5.31) 
Vout 


遵从 Damour-RufGni-Sannan 建 议 的 方法 , 不 难 求 出 Klein-Gordon 粒 子 和 Dirac 粒 子 
从 黑洞 辐射 出 来 的 Hawking 辐 射 谱 


1 K 
re EI = 7H 7 a (7.5.32) 


AP mA BEBE TH, Quba T HF AEH 3) AS Kerr-Newman ¥ 75 3 £t 38, 
FL) AR FO UH. 在 方程 (7.5.32) 中 , 上 面 的 正 号 对 应 于 Fermni-Dirac 分 布 , 而 
下 面 的 负 号 代表 Bose-Binstein Kit. 


热 辐 射 谱 (7.5.32) 表 明 自 硫 为 5 的 粒子 在 蒸发 的 Kerr-Newman 时 空中 总 的 相互 
作用 能 为 
l 


TEE =p cc m ayaa [ma 1 — rg.) — pa cos or y, 
á r2 十 a? — rg ,0? sin? 05 s) =P E 


+eQry + (s - p)Mrg 


asin Borgo | | (7.5.33) 


An 一 2rg (r2 十 a2) 
dip = s = 0H, 此 式 对 应 于 标量 场 W = OG, 在 旋 量 (s = 1/2) 情形 下 , 当 p = 
1/2, 一 1/2 时 , VZFRTXKP,, Pr. 


a 


Tb 


í 会 ph fe le LZ 
es fj DOCIORAL DISSERTATION 


粒子 的 能 谱 由 三 个 部 分 : wp = mg + eg + 01 组 成 , 第 一 项 为 转动 能 m 人 2p， 
Ekara T E AEA 第 二 项 为 电磁 相互 作用 
RED; FARO RAF EGBSS d à HAR AKRAM RS, 它 没有 经 典 的 
对 应 物 , 而 前 二 项 均 有 经 典 对 应 . 从 “ 自 旋 相关 ”项 0 的 明显 表达 式 


B M | . sin Gor io 
Ci = ion, pcos oraw + (s+ p)Mrg NODE 3 (7.5.34) 


易 看 出 , B48 ds Kerr-Newman Y. 3) (M A "c, rj, = Truo = 0) 或 者 Vaidya- 型 
黑洞 (a = rgo =0, rg, Z OREN, OHAR. 


Ci 项 明显 与 Dirac 粒 子 在 不 同 自 旋 态 中 的 手 征 有 关 , 它 标 志 了 一 项 新 的 源 自 蒸 
发 村 洞 的 转动 与 粒子 的 自 旋 之 间 的 相互 作用 效应 . Try Fry thik BIA TA 
的 演化 和 在 角度 方向 的 变化 , 因此 我 们 认为 动态 Kerr-Newman 黑 洞 的 辐射 机 制 可 
以 被 量子 转动 能 层 所 改变 , 而 这 一 能 层 可 以 视 为 经 典 的 转动 能 层 和 量子 能 层 的 混 
合 物 . 


方程 (7.5.5) 和 (7.5.22) 给 出 了 蒸发 的 Kerr-Newman 黑 洞 事件 视界 的 位 置 和 表 
面 温度 , 它们 不 仅 依 赖 于 超前 时 间 w 而 且 也 随 角度 8 而 变化 , 这 表明 动态 Kerr- 
Newman 黑 洞 视界 上 各 点 温度 并 不 相同 .方程 (7.5.32) 给 出 了 该 时 空中 Klein- 
Gordon 粒 子 与 Dirac 粒 子 的 热 辐 射 谱 . Bose 谱 与 Fermi 谱 的 差别 在 于 后 者 有 一 个 
新 的 Ci 项 而 前 者 则 没有 此 项 . 这 项 新 的 效应 可 能 起 源 于 Dirac 粒 子 的 内 豪 自 族 与 
燕 发 黑洞 的 转动 之 闻 的 相互 作用 . 这 种 自 旋 -转动 耦合 效应 的 特征 是 它 对 自 旋 
为 1/2 粒 子 的 不 同 手 征 态 的 依赖 性 , 而 且 该 项 效应 与 粒子 的 质量 无 关 . 当 黑 洞 不 转 
动 时 或 为 稳 态 Kerr-Newman 黑 洞 , 该 效应 就 不 存在 了 ， 


这 一 节 的 研究 包括 前 几 节 ( 当 Q@ = 0 时 ) 和 第 六 章 ( 当 a = 0 时 ) 的 工作 作为 特例 , 


$7.6 动态 Kerr-Newman 黑 洞 中 Dirac 粒 子 
的 热 辐射 一 再 讨论 


这 一 节 将 采用 另 一 个 不 同 的 罕 标 架 系 重新 研究 上 节 的 内 容 , 目的 是 想 看 看 不 
同 零 标 紧 的 具体 选取 对 物理 结果 有 什么 影响 . 


上 一 节 已 给 出 了 动态 Kerr-Newman 黑 洞 的 线 元 和 电磁 势 在 超前 RE 坐标 系 的 
表达 式 . 与 上 节 不 同 的 是 , 我 们 选取 下 列 伪 正 交 的 零 标 架 系 使 其 1- 形 式 基 为 


l= —(dv — asin? Ody) ， n= — (dv — asin? @dy) + dr, 
1 
m = ——[isin6[adv — (r? + a?)do] — Xd0 , 
5 [ ( ) 7) ] 
1 
V2p* 
相应 的 方向 导数 为 


D=ð, A=-|[—5 ð, + 50. 5a], 


E * i 
= ae 00, + Oo + = Ge) , 


m = — isin 6[adv — (r^ + a?)dy| — Xd0 , (7.6.1) 


t 
— ia sin 00, + 0g — "ms 39v) (7.6.2) 


KPA = 7? — 2Mr+ Q? +a, X = r? +a cosh = p*p, p* = r + iacos8, 
p = r-—iacos0. 不 难 验 证 , 此 零 标 架 系 与 上 节 所 选 的 零 标 架 系 相差 一 个 III- 
类 Lorentz 转 动 ( 见 附录 C). 在 此 零 标 架 系 中 不 为 零 的 NP 旋 系 数 为 


ô = -天 一 


ee, _r-M A _ -A 
d" T= OE 25o" ! E= 2p! 

|— iasin6 Se (Mr — QQ)iasin 0 

403 ! | — v 2Xp* ' 

—ia sin 0 cot 0 
a=7T-—f", r= l = ——. 7.6.3 
B à B 2/2; (7.6.3) 
电磁 势 在 上 述 零 标 架 上 的 投影 为 

A-n, A-l=A-m=A-M=0. (7.6.4) 


将 所 需 的 NP 旋 系数 和 A.n = -Qr/XANAJUR V Am BH AehH Diracks F 
满足 的 在 Newman-Penrose 表 述 中 表 为 旋 量 形式 的 Chandrasekhar-Dirac-Page 方 
程 [243] 后 , 我 们 可 以 得 到 


1 
(0, + oe Jap addis RG, 
A ia sin 0 ilo 
Taput + TE - (£i - p" )h = vdd 
tho 
(8. + )6; - NT jG1 = Vul 
和 人 1 ia sin 0 i 
I aw Pij2G1 — Jape (Lise + — — )Ga 一 y; à (7.6.5) 


(VD PEN 
s n 和 
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上 式 中 的 算 符 Dijs, Cue cie Ex dp evi. 


进一步 作 代 换 
P, = V20F, h=-f, Q=-G,, = V2pG。， 
可 将 它们 变 为 
—Ó,P, + £a P, = iP Qi, AD, pP, T CUP = ihop Q», 
-OQ - £i pA — imp, ADi Qi — CiaQs = igepP,. (7.6.6) 
方程 (7.6.6) 与 上 节 的 方程 (7.5.16) 完 全 相同 , 而 且 在 置换 Qi > P7, Qo  — P, 
eQ 一 —eQ FRERE. 从 一 阶 Dirac 方 程 (7.6.6) 可 导出 二 阶 Dirac 方 程 
(AD, 28, + LiL! yy = HX) P, -— pola sin 0Q; d AQ) 
—iasin 8|(2Mr — QQ)0, + M — 2ieQr] Po, 
(0. AD, + Li apo — pg) P» = uo(asin bQ, + iQ), 
(3-AD;/2 十 Li Lig = Mad) Qi 一 Mola sin 0 Pa 十 iP) ; 
(AD, /28, + £j Li — u$) Qs = uo(asin8P, ~ iAP») 
—iasin 6[(2Mr — QQ)O, + M — 2ieQr]Q, . (7.6.7) 
方程 (7.6.7) 也 可 仿照 Teukoisky 的 微 扰 论 推 导 并 在 零 标 架 系 (7.6.2) 中 写 出 , 它 
与 前 节 中 的 二 阶 Dirac 方 程 完全 相同 . 
如 采 采 用 与 上 站 相同 的 广义 乌龟 坐标 变换 , 则 可 得 到 相同 的 视界 面 方 
程 、Hawking 温 度 以 及 热 辐射 谱 . 这 说 明 , 在 零 标 架 的 III 类 Lorentz 转 动 下 ,所 
得 到 的 物理 结果 完全 相同 . 因此 不 同 堆 标 架 的 具体 选取 不 影响 最 后 的 物理 结论 ， 
我 们 认为 这 是 广义 协 变 原理 一 物理 规律 独立 于 坐标 系 的 选取 一 在 这 一 问题 中 的 
具体 体现 . 


87.7 小结 


在 本 章 中 , 我 们 研究 了 动态 Kerr(-Newman) 黑 洞 的 量子 热效应 , 表明 这 一 
X Petrov II- 型 时 空 有 新 的 量子 效应 一 自 旋 -转动 耦合 效应 . 这 个 效应 与 粒子 的 质 
量 没有 关系 . 对 动态 转动 黑洞 量子 热效应 的 研究 还 表明 ; 
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2. 由 于 Hawking 辐 射 与 粒子 有 无 质量 没有 关系 , I Diraczi A EX HEM 
ARG, = F3, Gi = Ft, 因此 只 需 处 理 一 对 旋 量 分 量 即 可 , 这 使 计算 工作 大 为 减 
轻 ; 


3. 不 必 对 一 阶 Dirac 方 程 事先 进行 分 离 变 量 处 理 , 但 自 洽 性 要 求 同 时 考虑 对 
一 阶 方 程 和 二 阶 方程 施行 GTCT 处 理 , 这 是 成 功 处 理 任意 动态 黑洞 中 的 高 自 旋 粒 
子 的 Hawking 辐 射 的 关键 . 


4. 研究 黑洞 热效应 的 三 个 要 素 是 : 给 出 事件 视界 面 方程 和 Hawking 温 度 以 及 
于 出 热 辐射 谱 . 选取 具体 不 同 的 鹤 标 架 对 这 三 个 要 素 应 没有 影响 . 对 于 两 个 不 同 
的 零 标 架 的 具体 选取 , 它们 之 间 只 是 相差 一 个 (复合 的 )Lorentz 转 动 变换 , 但 所 得 
的 结果 显然 应 该 是 相同 的 , 这 是 一 个 普遍 原理 一 物理 结果 不 依赖 于 坐标 系 的 选 
择 一 在 Hawking 辐 射 问 题 中 的 表现 . 


vy 


动态 Kerr(-Newman) 黑 洞 属于 Petrov I-X, 在 类 Kinnersley 零 标 架 中 其 旋 系 
žk = A =g = 0, 但 v #0. 经 过 适当 的 Lorentz 转 动 变 换 还 可 使 e — 0. 在 这 样 
HEIR P Weyl KER Ey = Vi — 0, Myr pfp T, 非 零 的 Ricci 张 量 
29 9,5 fed ( 对 于 动态 Kerr-Newman 黑 洞 Maxwell X it Edo = bp = 0, A FASE, 
此 外 还 有 更 il 关 0) 因此 不 能 直接 应 用 Teukolsky 微 扰 论 处 理 稳 态 情形 的 结果 , 但 
可 以 仿照 其 处 理 方法 . 对 于 质量 为 0 的 Dirac 场 3 


(D +e- pFi—(6-m—o)Fy— d (7.7.1) 
(8--8—7)F: -(A&* n )Fo = jo (7.7.2) 


可 在 动态 Kerr-Newman 时 空中 , 导出 二 阶 微 扰 方程 
2 
[P+e -p- PYA*n-3) -6-o -rtr E+- a) 2] 


= "(PG -7Gı), (7.7.3) 


2 
[((A —y* + u+u*)(D+e-p)- O+ +r- r+- r) + 2] 

= wale — T Go) 7 [vD + (D + 2e +é — p*)v — js] Fo. (7.7.4) 

虽然 一 阶 方程 (7.7.1) 和 (7.7.2) 没 有 与 旋 系 数 y 有 关 的 项 ,但 时 出 的 二 阶 方程 中 


有 一 项 与 wu 成 正比 的 项 UDF. 这 一 点 是 与 稳 态 Kerr-Newman 黑 洞 情 形 不 同 之 处 . 
—* 31523) KA X&: Fr = Go = -Go, Fj 2 -F = Gi, 这 里 为 简化 讨论 而 省 骆 没 有 
Su. 
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由 于 Hawking 效 应 与 粒子 的 质量 无 关 , HREM AEM, 上 述 方程 化 为 Weyl 中 微 子 
方程 . 因此 为 简化 讨论 旋 量 粒子 的 Hawking 辐 射 问题 起 见 , 人 们 只 需要 考虑 零 质量 
情形 (Weyl 中 微 子 ) 即 可 . 在 前 几 节 的 讨论 中 , 我 们 实际 上 是 直接 从 一 阶 方程 出 发 
通过 作 具 体 计 算 而 导出 二 阶 方程 的 具体 表达 式 的 , 并 且 已 经 看 到 在 下 满足 的 二 阶 
方程 中 有 一 项 与 旋 系 数 Uv 成 正比 例 的 一 阶 导 数 交叉 项 .用 直接 计算 法 和 用 上 述 微 
扰 论 法 导出 的 二 阶 方程 是 完全 相同 的 . 


当 人 们 对 二 阶 方程 实施 广义 乌龟 坐标 变换 处 理 ( 引 入 正确 的 坐标 变换 并 取 趋 
于 视界 的 极限 ) 后 , 就 会 发 现下 满足 的 方程 中 与 wv 成 正比 的 项 就 无 法 消除 了 , RE 
要 而 且 只 能 求助 于 一 阶 方程 . 当 人 们 考虑 对 一 阶 方程 作 类 似 处 理 后 , 就 正好 提供 
了 一 阶 导 数 之 间 的 关系 式 , 利 用 它 可 换 掉 二 阶 方程 中 一 阶 导 数 的 交叉 项 , 因此 , 就 
能 够 将 每 个 分 量 满足 的 {变换 后 的 ) 方 程 化 为 单一 分 量 的 波动 方程 . 另外 , 同时 考虑 
对 一 阶 方程 和 二 阶 方程 这 两 者 作 处 理 , 也 是 物理 上 要 求 完 全 自 洽 的 结果 , 因为 旋 
重 波 函 数 必 须 同 时 满足 一 阶 的 和 二 阶 的 场 方程 . 对 高 自 族 粒子 的 Hawking 辐 射 的 
处 理 完 全 则 与 此 类 似 . 认识 到 这 一 点 , 是 解决 这 类 问题 的 关键 . 


下 一 个 重要 步骤 是 要 将 视界 附近 的 二 阶 方程 化 成 为 标准 形式 , 为 此 须 选取 可 
调节 的 待定 参数 K 使 名 和 5855 的 系数 比 为 1 : 2, 通过 邻 这 一 关系 式 成 立 , 一 方面 
可 使 波 方程 化 成 标准 形式 , 另 一 方面 也 是 为 了 得 到 的 具体 表达 式 . 以 后 的 处 理 
则 完全 仿照 Damour-Ru 全 ni-Sannan 方 法 . 


上 面 的 讨论 也 上 暗示 了 不 需要 事先 对 一 阶 方程 进行 分 离 变 量 , 尔后 再 作 广 义乌 
旬 坐 标 变换 (GTCT) 处 理 . 可 以 在 先 作 GTCT 处 理 后 , 再 考虑 到 时 空 的 对 称 性 , 最 
终 只 需 作 一 次 合理 的 分 离 变 量 处 理 即 可 . 这 预示 了 广义 乌龟 坐标 变换 法 原则 上 可 
以 应 用 于 对 任意 黑洞 中 任意 种 类 (高 自 旋 ) 粒 子 的 Hawking 辐 射 的 讨论 . 
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= Kinnersley 黑 洞 的 量子 
热效应 


“The character of such spin-rotation 
or spin-acceleration coupling effect is 
its obvious dependence upon different 
helictty states of particles with htgher- 
spins.” 


在 稳 态 情况 下 , 视界 表面 引力 表征 温度 . 黑洞 热力 学 第 零 定 律 表述 为 稳 态 黑 
洞 时 空 的 视界 表面 引力 是 常数 , 这 个 说 法 意味 着 稳 态 黑洞 的 Hawking 温 度 在 视界 
上 处 处 相同 , 不 随时 间或 位 置 而 变化 . 但 是 原则 上 允许 存在 Hawking 温 度 处 处 不 相 
同 的 事件 视界 , 不 过 这 样 的 视界 肯定 不 会 是 稳 态 孤立 黑洞 的 视界 . 大 量 的 研究 表 
明 , Vaidya- 型 球 对 称 非 静态 黑洞 视界 上 的 Hawking 温 度 确实 是 随时 间 变 化 的 ,但 在 
视界 的 同时 面 上 它 仍 然 是 一 个 常数 . 对 于 动态 转动 黑洞 , 其 视界 面 上 的 Hawking 温 
度 不 仅 随时 间 变 化 , 而 且 随 空间 点 变化 . 对 于 作 任 意 加 速 运动 的 非 球 对 称 非 稳 
态 ( 辐 射 的 )Kinnersley 黑洞 , 其 视界 温度 不 仅 随 时 间 变 化 , 而 且 在 视界 的 同时 面 上 ， 
此 温度 也 不 是 常数 . 


这 一 章 主要 应 用 经 过 进一步 发 展 了 的 广义 乌龟 坐标 变换 法 (DRS-ZWC 方 
法 ) 研 究 Kinnersley 黑洞 中 旋 量 粒子 的 Hawking 蒸 发 [279-283], 表明 作 任 意 加 速 运 
动 的 Kinnersley 黑 洞 具 有 自 旋 -加 速 耦合 效应 , 而 作 直 线 加 速 运动 的 Kinnerlsey 黑 
洞 则 没有 此 类 效应 . 这 一 效应 也 不 硝 在 于 标量 粒子 的 的 热 辐射 谱 中 [325-332]. 


88.1 。 Kinnersley 黑洞 与 C- 度 规 


Kinnersley 36 F K #7” JR 3,35 EGER 2n ik i8 25 85 5 JR XE 89 LUE, 在 推迟 
£j Eddington-Finkelstein(EF) 44% Á F, 其 线 元 为 [24-26] 


ds? = [2F — r^(f? + g? sin? 8)| du? + 2dudr + 2f r^dud0 
--2gr? sin? 8dudq — r?(d0? + sin? Ody”) , (8.1.1) 


137 


ACPA2F = 1—2M(v)/r — 2ar cos0, f = bsiny + ccosy — asin6, g = (bcosy — 
csiny) cot. a. biac JEGR Ae Rut HSK. 北极 点 日 = 0 总 是 指向 加 速度 的 方向 ， 
a 为 质点 加 速度 的 大 小 , gp 和 c 描 述 加 速度 方向 变化 率 . 


“光子 火箭 ? 度 规 的 带电 版 本 [25, 26, 234] 与 上 式 相 同 , 只 是 其 中 的 函数 严 现 在 

改 为 
ao + < 

T r 


其 中 质量 M, 电荷 Q@ 和 磁 荷 已 均 为 推迟 坐标 & 的 通 数 , A 为 宇宙 学 常数 . 
为 了 方便 于 讨论 Hawking 辐 射 , 通常 用 超前 的 EF 坐 标 v 取 代 推 迟 的 EF 坐 标 w， 
用 ?7- 坐 标 描 述 的 作 任意 加 速 运动 质点 的 时 空 度 规 为 
ds = [2F—r*(f?- g^sin^6)]dv? — 2dvdr — 2fr^dvd0 
—2gr* sin? 0dvdq — r?(d0? + sin? Ody’) , (8.1.2) 
NPE, f, 9 的 表达 式 不 变 , 只 是 其 中 的 质量 M, 电荷 Q 和 磁 荷 已 以 及 加 速 参 


数 ag、b 和 c 现 在 均 为 超前 时 间 v 的 函数 . 不 难 验 证 , 度 规 (8.1.1) 或 (8.1.2) 是 Einstein- 
Maxwell 方 程 的 一 个 属于 Petroy D- 型 的 “辐射 ? 解 


“光子 火 血 ”这 种 质点 的 运动 十 分 复杂 . 对 于 直线 加 速 情况 , 有 = c = 0, 这 
时 = 一 asin9, g = 0. 对 于 直线 匀 加 速 情 况 , a 等 于 常数 . 


另 一 种 描述 匀 加 束 带 电 的 点 质量 的 静态 度 规 [24] 称 为 带电 的 静态 C- 度 规 ， 其 
线 元 为 


A 
(1 — 4ar cos 9) — 2ar cos 9 — 2f 


ds” 


2 
2H du? + 2dudr + 2Ar^dudz 一 (= + Gdz’) 


2 
2Hdv* — 2dvdr — 2Ar*dudz 一 (= + Gdz’), (8.1.3) 


N P2H = —A?r?G(z)+ArG'(z)+(1+6mAz + 6e? A?z?) —2(m+2e? Az)/r - €? /r?, 
G(x) = 1— r? ~ 2mAz — A's. "fe Am, e 为 质点 的 质量 和 电荷 4 为 加 速度 . 
fim=e=0,A Xx OU, G 化 为 G =1-27, 引入 变换 7 = cosh, z = VS, C- 度 规 成 
为 

ds? = (1— Arcos — A’r* sin? 0)dv? + 2dudr 

—2Ar* sin dudd — r^(d0* + sin? Ody”) 

= (1-— Ar cos0 — A*r? sin? g)dv? — 2dvdr 

+2Ar? sin 0dvd0 — r° (d8? + sin? Ody’) . (8.1.4) 
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经 过 适当 的 坐标 变换 , 线 元 (8.1.4) 可 化 为 Minkowski 度 规 的 形式 . 


带电 的 静态 C- 度 规 也 属于 Petrov D- 型 . 人 们 已 对 这 个 度 规 进 行 了 大 量 的 研 
%[28-30]. 不 难 发 现 , 作 匀 加 速 直线 运动 的 Kinnersley 度 规 在 M = Q = P = 0 时 
与 在 m = e = 0 情形 的 静态 C- 度 规 有 相同 的 几何 结构 一 Rindler 时 空 .因此 , 我 
们 可 以 猜测 在 M、Q@ 和 PP 为 常数 时 作 科 加 速 直线 运动 的 Kinnersley 度 规 与 带电 的 
静态 C- 度 规 之 间 可 能 存在 菜 种 联系 .进一步 推广 这 种 猜想 , 需要 研究 作 匀 加 速 
直线 运动 并 有 转动 的 Kinnersley-Kerr 度 规 [31] 在 M、Q@ 和 也 为 常数 时 与 稳 态 C- 度 
规 [27] 之 间 的 关系 . 这 个 问题 显然 应 归 为 Einstein-Maxwell 方 程 的 求解 , 而 这 个 工 
作 已 超出 了 本 论文 的 研究 范围 , 因此 不 予 考虑 . 


在 下 一 节 中 , 我 们 首先 讨论 作 加 速 直线 运动 的 Kinnersley 黑 洞 时 空中 无 质量 
的 族 量 粒子 一 Weyl FF 1 Hawking #24. 


88.2 ” 变 加 速 直线 运动 黑洞 的 量子 热效应 
一 Weyl FF 


广义 乌龟 坐标 变换 法 (GTCT) 已 成 功 地 用 来 研究 作 变 加 速 运动 的 Kinnersley 
时 空中 标量 粒子 的 量子 热效应 [325-332], 但 是 这 个 方法 在 没有 经 过 进一步 发 展 之 
前 尚 不 能 处 理 旋 量 粒子 的 Hawking 蒸 发 . 

在 这 一 节 中 我 们 应 用 在 前 一 章 中 推广 了 的 乌龟 坐标 变换 法 (DRS-ZWC 法 ) 考 
AE EK mik £L X i8 Kinnersley €. 39] F AM Fermi f, 即 Weyl 中 微 子 的 Hawking 
辐射 , 于 出 了 局 部 的 事件 视界 面 方程 和 Hawking 温 度 以 及 中 微 子 的 热 辐 射 谱 . 结果 
表明 视界 的 位 置 和 温度 不 仅 随 时 间 变 化 , 而 且 明显 依赖 于 方位 角 . 


下 面 要 研究 的 作 变 加 束 直 线 运动 的 Kinnersley 黑 洞 [24] 的 线 元 在 超前 的 EF 坐 
标 系 中 可 写 为 
ds? = 2dv(Gdv — dr — r?fd0) — r^(d0* + sin? Ody’) , (8.2.1) 


其 中 2G = 1 一 2M/r —2arcos0 — r?f?, f = —asin0, 参数 a = a(v) 为 加 速度 大 小 ， 
黑洞 质量 M(v) 是 超前 时 间 v 的 函数 . 


现在 我 们 导出 背景 时 空 (8.2.1) 的 局 部 事件 视界 面 方 程 , 这 里 用 两 种 方法 来 确 
定 Kinnersley 黑 润 的 事件 视界 位 置 . 在 动态 黑洞 中 , 事件 视界 仍 应 是 类 光 曲 面 , 满 
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足 零 曲面 条 件 : gO, FOF = 0. 由 于 时 空 (8.2.1) 显然 是 关于 gp- 轴 对 称 的 , PER 
Apt Bk, Em Z4EFL F(v,r,0) = 0 可 号 成 7r — r(v,0), 由 此 不 难得 出 


O,F +0,Fdyr=0, OoF +0,FOr=0, OF=0. (8.2.2) 
首先 利用 零 曲 面条 件 来 寻找 时 空 (8.2.1) 中 的 局 部 事件 视界 . 将 (8.2.2) 式 代入 
零 曲 面条 件 
(2G + r^ f*)(0,F)? + 20,F0.F—2 füF0,F 
CES (OF) zÜ; (8.2.3) 
可 得 到 


2G — 20,r + (rf + My - = 0. 


满足 此 式 的 曲面 7 = rpg(v,0) 就 是 局 部 事件 视界 , 即 它 满足 
2M (v) 

TH 
显然 rz 不 仅 依赖 于 时 间 uw, 而 且 也 依赖 于 角度 0, 这 意味 着 视界 的 位 置 和 黑洞 的 形 
状 随 时 间 而 变化 . 


其 次 采用 乌龟 坐标 变换 法 来 导出 局 部 事件 视界 方程 . 基于 时 空 的 p- 轴 对 称 性 ， 
可 以 引入 如 下 的 广义 乌龟 坐标 变换 : 


j= — 2a(v)ry cos 0 — 2ra» — 2a(v)rg o sin 0 + — -0. (8.2.4) 


人 =r + = Infr—ra(v,0)], V, =V — v, 0,—0—0,, (8.2.5) 


BP 


dr. = dr + 5 dr —ryydvu—ryed0), dv. — dv, dd, =dé, 


—r sono 
其 中 rr = ed k = klw b 为 可 调节 的 一 个 待定 和 参 
AK, 在 乌龟 坐标 变换 下 为 一 个 常数 ， 参数 vo 和 名 为 任意 固定 的 常数 , AURA 
的 初始 状态 , 它们 在 乌龟 坐标 变换 下 保持 不 变 . ru, = Burp 和 rre = fora 
视 为 描述 视界 面 演化 的 参数 . 由 式 (8.2.5) 导出 的 一 阶 导 数 和 二 阶 早 数 之 间 的 
变换 关系 式 可 参见 附录 B. 我 们 约定 , 一 旦 作 了 乌龟 坐标 变换 并 取 趋 于 视界 的 
极限 后 , RAGES HERI Eryl Wt Ev = vol 2), AAO = 如 方向 上 ) 取 值 ， 
EPG = G(ri(vo, 0o), vo, 09), f = —a(vo) sin Oo. 
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对 方程 (8.2.3) 作 乌龟 坐标 变换 (8.2.5), 并 取 r — ru (vo, 60), v 一 wo 和 8 一 名 的 
极限 后 可 得 


(2G rh f* — Ory + 2frno + Le HE) (5 F) = = 0, 
BUS A (2-F) 前面 的 系数 为 堆 ， AR b0) 的 方程 


2M (v 
] 一 2 e 2a(v9)T Hx COS Oo 2T I v = 2a(vo)T He sin I + (22) = 0. (8.2.6) 
H H 


方程 (8.2.4) 对 任意 时 刻 v, 任意 极 角 9 成 立 ; 而 方程 (8.2.6) KX BL Avo, 
固定 极 角 如 成 立 , 是 方程 (8.2.4) 在 v = vp, 0 = 如 时 的 特殊 情形 ， 对 于 一 个 缓慢 
的 黑洞 蒸发 过 程 , 可 以 把 它 视 为 一 系列 不 连续 的 准 静 态 过 程 . ARRAS 
下 ,黑洞 视界 面 变 化 较为 缓慢 , 考 上 处 两 个 相 邻 的 时 刻 v ~ Vo 和 角度 9 ez 如 , 我 们 
Al riz(v,0) z rulu 0). 因此 只 要 计算 视界 面 ry 在 茶 一 县 体 时 刻 Uo 和 极 角 如 方向 
上 的 值 rr = rg(vo, 09) FPT, 这 相当 于 对 视界 面 逐 点 进行 局 部 分 析 . 由 准 静 态 近 似 
合理 性 的 保证 , AE TE LIOS RHE X AA ug — vb 和 — 9 就 可 以 推 知 任意 时 刻 的 一 般 
概况 . 对 表面 引力 k, 也 可 以 作 完全 类 似 的 处 理 . 


由 上 面 的 讨论 可 以 看 出 , 广义 乌龟 坐标 变换 法 能 给 出 一 致 的 结果 . 而 这 一 方 
法 是 一 种 局 部 的 分 析 法 ,其 合理 性 在 于 , (物理 上 ) 黑 洞 蒸发 来 源 于 视界 面 附 近 的 真 
空 涨 落 , 能 具体 体现 物理 意义 的 仅 是 量子 场 在 视 置 附近 的 渐 近 行为 . 因此 , 为 了 考 
AC X gd T ANGEL, 以 后 只 需 在 视界 面 附近 对 量子 场 作 局 部 近似 分 析 , 就 可 以 
获得 足够 的 相关 物理 信息 . 


现在 我 们 来 研究 Kinnersley 黑 洞 中 Weyl 中 微 子 的 Hawking 辐 射 当 和 忽略 量子 
场 对 背景 时 空 的 反作用 时 , 中 微 子 在 弯曲 时 空中 的 动力 学 行为 可 由 在 Newman- 
Penrose(N-P) 表 述 中 表 为 旋 量 形式 的 Weyl 中 微 子 方程 描述 [5 
(D e — pm — (6 - $t -ajm — 0, 
(A+ u — y)no — (6 - 8 - 7)9 — 0. (8.2.7) 
为 了 给 出 它 在 时 空 (8.2.1) 中 的 明显 形式 , 我 们 选取 零 标 架 {1, n, m, m) Hs z 37€ GE 
交 关 系 1.n= 一 m :于 = 1, 这 样 协 亦 的 1- 形 式 基 可 取 为 
l=dv, n-2Gdv-—dr —r?fd0, 
m = zA + isin do), 


m = — isin Ody) , (8.2.8) 


(d 


T» Ks . -r b» n 
E) -jey he ie t 

OB l 
Te IX X TOR AL DISSEP TAEBCN 


142 Dm AE Kinnersley X ja X d 33 m 
相应 的 方向 导数 则 为 


D=-0,, A=0, ans 


1 
= — (-r?fðs 8 


$C does 


sin TE 


ae 5» ) . (8.2.9) 


不 难得 到 Kinnersley 时 空 在 上 述 零 标 架 中 不 为 零 的 N-P 自 旋 系 数 如 下 : (Gr = 
dG/dr) 
p=1/r, p=G/r, y=-G,/2, B-cotü/(2V2r), 
T-—4c f/V2, a= — cot 6/(2V2r) + f/V2, 
v = [(QrG—7°G,)f +r? fe Gg]/(V2r). 
将 有 关 的 该 系数 和 方向 导数 代入 方程 (8.2.7) 中 , HER = Vrn, xo = 
No, 则 可 得 到 


Dox1 + (£iya — r^ fD3)xo 二 0， 


r^ (20, + 2GD, + G,)xs — (Lin — r^ fDo) x: = 0, (8.2.10) 
式 中 定义 了 如 下 算 符 
D, = 8 n[r, Ly = Op + n cot 9 — Op, L} = 0 + n cot O ——0,. 


虽然 方程 (8.2.10) 不 能 对 0 进行 分 离 变 量 , 但 是 为 了 考察 在 vo MA. BA OR 
视界 rH 的 Hawking 效 应 , 我 们 可 以 只 对 它们 在 视界 rar(vo, 90) 处 附近 的 渐 近 行为 感 
兴趣 . 为 此 , 对 方程 (8.2.10) 4 & €, 4 3$ KR 3& (8.2.5), 并 取 r 一 rylvo, bo), v — vo 
和 0 — 00 极 限 , 可 得 到 其 渐 近 形式 为 : 


ð 0 
g XT (rio ^ ruf) 3. Xo = 0, 
0 0 
(rie traf) orn + 2r (G — rus) $n = 0. (8.2.11) 
显然 , 方程 (8.2.11) 有 非 平凡 解 的 条 件 是 其 行列 式 为 零 , 这 给 出 如 下 的 事件 视界 面 
方程 
2G 一 2rg,y 十 (rif + En =. 
TH 
可 见 这 与 从 寒 曲 面 方程 导出 的 结果 (8.2.6) 是 一 致 的 . 
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为 了 考察 中 微 子 的 Hawking 辐 射 , 我 们 现在 考虑 Weyi 方 程 的 二 阶 形式 , 直接 计 
算 不 难得 到 其 二 阶 方 程 


[r?D2(20, +2GD + Gr) + (Lig — r° fD) (Lij ~ ^ fD2)]xo =O (8.2.12) 


和 
[7 (20, + 2GD, + Gr)Do + (£1y2 一 rf Do)(Li 2 H r?° fDo)|x1 
= 2r? (ero - G.)f «rf. Gs], +2rf, 
—(rG r — 3G +9°G ,/2)f + G efr + Go/2}xo (8.2.13) 
的 明显 表达 式 为 
[ar*G + r*1^)a2 2*2, + 63 —, 5 ~ r? fat, + rg Ov 
+(cot 6 — 4r f)09 + 4rO, + Gro, + 6rG + 6r? f^ — 2r° f cot 00, 
1 1 
2 2r2 — METTRE = 
TTG. + 4rG, + 2G + 6r" f^ — Arf cot 8 Ten? 6 区 0 (8.2.14) 
和 
2 4 c2 92 2502 2 2 i cos 0 
[c G 十 r4f2)82 + 2r282 + a? + 59 27^ fy 一 55770, 
2 3r2 5,2 m 1 " 1 
+ cot 069 + (r’G + 2rG + 2r’ f? — 2r? f cot 0), 一 r3 zjx 
= 2r? {{(2rG -r'GJJ + rf + Golo, 
-(rG, - 3G +rGrr/2)f + 2r fo + Go/rt Gro/2}xo. (8.2.15) 
对 二 阶 方程 (8.2.14) 和 (8.2.15) 作 类 似 于 前 面 对 一 阶 方程 所 作 的 处 理 , 可 以 得 
到 


A i oc 
V 278 (G — rus) 2r f^ + frir ori + HS oy, 


e 
—2( fri, 十 ur) Dr 80. + | ax E 3ruG r 十 rg(6G 7 Arq y) 


ð 
6r, f? x 2r? f cot to 十 (4fru — cot for Ho 一 rH ool — or. bo = = 0 (8.2.16) 
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— + Or? (2G -rge + 2r, f? + 2fr? pe t ceu 
Lo, T ACG — rus) + Brif? + frina] B73 H Or v, 


g? 
-2(fri ^ ruo) Or.00, + |- Av ruG. + 2ruG 
+2rgy f^ — 2r}, f cot 09 — cot Oor ao — 4:27] 2 ba 


0 
= 2r [(2ruG — THGr)f t rufa Go] ar," ? 


rio t+Tit ð 
= (QruG — riGr)f + rid + G ol ar, (8.2.17) 


其 中 的 系数 4 是 一 个 0/0- 型 的 不 定式 ,用 L: Hospital 法 则 处 理 后 的 结果 为 


Acus aes 2r*(G — rus) +T f? + 2fr?rgo +The 


r—rg(v9,89) r= Tyr 
vv ,—00 


= 2rhG,--4ru(G — rns) + Ar f^ - Afrurnuo 
= 2riyGy + rif? — 255 frg. 


HAPAA N ERS fo 989 RAL : 2, 即 
= + 2r? (2G 一 T ity) + ori f? 十 2frer ing = Ti ; 
可 得 到 事件 视界 的 表面 引力 为 : 


_ THG, + rif? — Tire/TH 
将 系数 4 代入 方程 (8.2.16) 和 (8.2.17) 中 并 除 以 rz 后 , 可 以 化 这 两 个 方程 为 在 视 


界 附 近 的 标准 波动 方程 


om 8? Q^ ð 
(Ba Y < P 3.56. Y 20 Y =v) (8.2.19) 
其 中 ， 系数 BB — f +rme/ry, 而 系数 CC TY = Xo 为 
20 = + Gr + orm? — (2f + HE ae 
SFU = Xi1 则 为 
r2 
20 = °F G,- (af + a") co ty + HA THAM 
TH rH TH 
十 PLATE [(2rrG 一 raGr)f 十 rufa 十 G o] 3 
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从 上 面 的 处 理 可 以 看 出 , 正 是 利用 了 先前 中 导出 的 关系 式 (8.2.11) 才 能 将 耦合 
方程 (8.2.17) 化 为 单一 分 量 的 二 阶 波动 方程 . 这 说 明 只 有 同时 对 一 阶 方程 和 二 阶 方 
程 作 处 理 才 是 自 洽 的 , 而 且 物 理 上 也 要 求 必 须 作 这 样 的 考虑 . 对 于 一 个 缓慢 的 黑 
洞 热 辐射 过 程 , 因 其 视界 面 的 变化 是 较为 缓慢 的 , 当 人 们 作 准 静态 近似 时 , 二 阶 波 
动 方 程 (8.2.19) 中 的 各 个 系数 在 视界 面 附 近 取 值 , 可 以 近似 视 为 常数 . 

既然 标准 波 方程 (8.2.19) 中 的 系数 BB 和 C 在 固定 时 刻 u = yw 和 国定 极 角 8 = 
0 方向 , 视界 位 于 rrr = Ty (vo, 690) 处 取 值 , 可 以 对 它 进行 分 离 变 量 如 下 


Vy = R(r.)O(0,)e me») , (8.2.20) 
将 方案 (8.2.20) 代 入 方程 (8.2.19) 中 可 得 到 方程 


O'2A0, R= 2Aiw-C)R 


的 解 为 
oce R= R,eXv-Cor- 十 Ro, (8.2.21) 
其 中 为 在 分 离 变量 过 程 中 引入 的 一 个 实 常数 , Co = C 一 和 AB. 
入 射 波 和 出 射 波 分 别 为 


i Tg ovs A0. 
Wi, =e (mip J+ ， 
亚 out(r > TH) = gne om. JAG e?(iu-Co)rs 


= Pipe?) (8.2.22) 


因为 在 视界 附近 有 r, ~ (21) M dln(r — rq), HAAA EUn AAA, 而 出 身 
波 亚 out(7 > rg) 显然 是 非 正则 的 , 但 可 以 沿 下 半 复 7- 平 面 


(r = Tyr) — (ry — r)e *7 


把 它 从 视界 外 解析 延 拓 到 视界 内 为 


aat 


V out (r < TH) — gi me-uv. )--A0. e2{iw—Co)r. et wtiCo)/« 


A (8.2.23) 


按照 Damour-Ruffini-Sannan 建 议 的 方法 , 容易 得 到 出 射 波 在 视界 上 的 相对 散 
射 几率 为 
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Vou |" oe-2rw/n (8.2.24) 
V out 
fe Weyl'P Hk-F $5) 35844 Fermiié- 2j 
1 
其 中 Hawking 温 度 的 明显 表达 式 为 
1 Mry — r3,acos 9 — r? 
(j^ Re EE MEN mia ce ei SN AN (8.2.26) 


视界 的 温度 不 但 依赖 于 时 间 , 而 且 也 依赖 于 方位 角 ， "EM KEKÉ. 


方程 (8.2.4) 和 (8.2.26) 给 出 了 局 部 事件 视界 的 位 置 和 温度 , 它们 随时 间 v 和 角 
LOM RAG, 与 讨论 标量 场 的 热 辐 射 时 得 到 的 结果 一 致 . 方程 (8.2.25) 给 出 了 作 变 加 
速 直 线 运动 的 Kinnersley 黑 洞 中 Weyl 中 微 子 的 Hawking 辐 射 谱 . 


可 以 看 到 经 过 进一步 发 展 了 的 GTCT(DRS-ZWC) 方 法 的 确 能 处 理 这 类 非 球 
对 称 黑洞 中 旋 章 粒子 的 Hawking 燕 发 ， 需 要 注意 的 是 , 这 个 方法 的 特点 是 对 视 
界面 逐 点 进行 局 部 分 析 , 其 首要 任务 是 时 出 在 v = 加 时 刻 和 0 = FH, 黑洞 视 
Sry = rafuo,bo) 满 足 的 局 部 事件 视界 面 方 程 及 其 相应 的 表面 引力 (温度 }) 和 黑体 
辐射 谱 . 在 黑洞 怪 蒸 发 情形 下 , 由 准 静 态 近 似 在 作 代 撞 vo — vh > 6/8, 就 可 以 
获得 任意 时 刻 的 一 般 结 果 . 


388.3” 变 加 速 直线 运动 黑洞 的 量子 热效应 
— Dirac f 


本 节 应 用 广义 乌龟 坐标 变换 法 (GTCT) 研 究 带 有 电荷 、 磁 荷 和 宇宙 学 常数 并 
ELE 3k Jm i HIE H Kinnersley X. 7E] "P Dirach F $$ Hawkingf& 44. GTCT 法 
已 成 功用 于 讨论 任意 加 速 Kinnersley 黑 洞 以 及 变 加 速 Kinnersley-Kerr 黑 洞 中 
标量 粒子 的 Hawking 效 应 [325-332]， 对 于 任意 加 速 Kinnersley 黑 洞 中 旋 量 粒子 
的 Hawking 蒸 发 ， 则 首先 由 我 们 给 出 了 满意 的 处 理 [279-281, 283, 282]. 


前 面 已 经 指出 , 研究 一 般 动态 黑洞 中 Dirac 粒 子 的 量子 热效应 的 主要 困难 在 
T, Dirac 方 程 在 最 一 般 的 时 空中 难以 对 所 有 的 坐标 分 离 变量 . 不 过 , 研究 经 验 表明 
广义 乌龟 坐标 变换 法 并 不 要 求 对 一 阶 Dirac 场 方程 事先 进行 分 量变 量 , 这 就 给 人 们 
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提供 了 一 条 处 理 该 问题 的 可 能 性 途径 一 同时 考虑 对 一 阶 的 和 二 阶 的 场 方程 进行 
广义 乌龟 坐标 变换 处 理 . 对 一 阶 方程 处 理 的 结果 , 一 方面 可 得 到 事件 视界 面 方程 ， 
另 一 方面 提供 一 阶 导 数 之 间 的 关系 式 ; 对 二 阶 方程 完成 GTCT 处 理 后 , 通过 调节 参 
数 k 可 使 二 阶 方程 在 事件 视界 附近 化 成 标准 形式 的 波 方程 , 同时 得 到 k 的 明显 表达 
AX. 以 后 的 处 理 则 完全 采用 Damour-Ru 和 ni-Sannan 建 议 的 方案 . 


下 面 采 用 推广 的 GTCT(DRS-ZWC) 方 法 研究 带 有 电荷 、 磁 荷 和 宇宙 学 常数 
的 非 球 对 称 动态 Kinnersley 黑 洞 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 蒸 发 ， 导 出 作 非 匀 加 速 直 
线 运动 的 Kinnersley 黑 洞 事 件 视 界面 方程 及 其 Hawking 温 度 , 表明 它们 不 仅 依 赖 于 
时 间 , 而 且 随 方位 角 变 化 . 


上 一 节 已 经 给 出 变 加 速 直线 运动 Kinnersley 黑 洞 的 线 元 在 超前 的 EF 坐 标 系 中 
一 般 形 式 人 = c= 0). 对 于 带电 的 版 本 , 只 是 其 中 2G 改 为 2G = 1 一 2M/r + (Q? + 
P*)(1 — 4ra cos0)/r? — 2racos0 — r? f? — Ar?/3, f = —asin0. 参数 a = a(v) 为 加 
速度 大 小 , REM. BHQMBAPHARUN My 69 dE, A 为 宇宙 常数 . 


如 果 和 忽略 检测 场 对 时 空 的 反作用 的 话 , 那么 自 旋 为 1/2 粒 子 在 固定 的 属 
TPetrov D- 型 弯曲 时 空 (8.2.1) 中 的 动力 学 行为 由 四 个 耦合 的 Chandrasekhar- 
Dirac 方 程 描 述 . 在 Newman-Penrose 表 述 中 , 其 旋 量 形式 为 


E" a B & s> 
, fa. X 
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(D +e- g)Fi + (5+3 - a) F = TCi, 


(A tu- Fa + (6+8-7)F = 0 


(D+ — g)G; - (6 +3 — o*)G, = Lh. 


V2 


(A + -YG - (6+ 8* — 7)G5 = ^ (8.3.1) 


式 中 jo 为 Dirac 粒 子 的 质量 . 为 了 写 出 方程 (8.3.1H) 的 明显 表达 式 ， 这 里 选取 一 个 与 
上 节 基 本 相同 的 复 零 标 架 系 {1, n, m, m 4e 25 RAE X 41H n= -m mE. 
于 是 在 这 样 选取 的 零 标 架 系 中 , Kinnersley 黑 洞 的 协 变 1- 形 式 基 、 相 应 的 方向 导数 
以 及 非 零 的 NP 旋 系数 均 与 上 节 中 给 出 的 表达 式 相 同 , 将 所 需 的 旋 系 数 和 方向 时 
数 代 入 Dirac 方 程 (8.3.1) 后 , 可 以 得 到 
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_D, F, + eus — r? fD) Fy = BO 
(8, + GD; + G,/2)F, + d 5 rfDi)R = AG; | 
DG e x lo —- r?° fD3)G, = VR. 
(8, + GD, + G,/2)G, 一 A m-r fD)G; = ar l (8.3.2) 


式 中 算 符 D。, Ln 和 [i 的 定义 与 上 节 完 全 一 致 
进一步 作 代 换 
R=V2rPh, B=h, Q=Gi, Qo=V2rG2 
后 , 方程 (8.3.2) 成 为 


—DyP, + (Liz zx r^ fD3) P, = ipugrQ , 
r? (28, + 2GD, + G,-) P» + (ct a — r?° fDo) P, = ipgorQ», 
~DoQe 一 (Li 1/2 7 *fD2)Qi = tuor Pz, 

r^ (20, + 2GD + Gr)Qi — (Ci — 1° fDo) Qa = ipor P. . (8.3.3) 


尽管 方程 (8.3.3) 不 能 退 耦 , ATER E] 2 291/232 F f) Hawkingf& Ad, 人 们 只 
须 关 心 旋 量 波 函 数 在 视界 附近 的 渐 近 行为 . d T DiracZ 42(8.3.1) 8 ARSE 4 
性 , EP Xe MEG, Go27 310 S] TES, — FT, 则 该 方程 仍然 成 立 , 所 以 只 需 考虑 一 对 
TEP, PART. 因为 这 里 所 考虑 的 Kinnersley 黑 洞 关 于 yp- 轴 是 对 称 的 , 所 以 可 定 
义 与 上 节 完 全 相同 的 广义 乌龟 坐标 变换 
r, =r x lufr — rn(o,0)], Us =V — v, 0,—0—60,. 
方程 (8.3.3) 在 广义 乌龟 坐标 变换 下 , 并 取 r — ry(v9, 9), v 一 wo 和 0 一 的 极限 
后 , 在 视界 附近 有 如 下 渐 近 形式 


o Q 
[2 + (rio + raf). =0, 


—(TH0 + Ae d 十 2r? (G <a gh ssl. (8.3.4) 


对 于 另 一 对 分 量 Q@1 和 Q@2, 存在 类 似 的 关系 式 . PPA AEGRUM S 2- P, 
和 过 -已 不 为 零 的 存在 条 件 为 方程 (8.3.4) 的 行列 式 为 零 ， 即 


ki N, 
w 


. e i - 

"hi 4, , SU ' - = , 
/ 一 一 A y L Y 13.1€ > 
ty, É 
b 'a, P y 
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persley EX) TB .1149 


2 
: 
2G — Way + rif? + Brug +" =0, (8.3.5) 
H 


AP GH f 8) fer = T H (Vo, 09), u 二 Vo 和 0 = 如 处 取 值 . 


方程 (8.3.5) 决 定 事件 视界 的 位 置 , 可 以 用 不 同方 法 导出 , 均 给 出 完全 一 致 的 结 
K. CATAE h hitg FOF = 0 和 FF(v,7,09) = O(Ffr = r(v,0)) 直 接 时 出 ， 
又 可 由 对 零 曲面 方程 作 GTCT 处 理 给 出 . 容易 看 出 视界 位 置 ry 不 仅 依 赖 于 时 间 ww， 
而 且 也 与 9 有 关 , 表明 事件 视界 位 置 和 形状 随时 间 而 变化 . 


现在 我 们 来 研究 Dirac 方 程 的 二 阶 形式 在 视界 附近 的 渐 近 行为 . 因为 在 方 
程 (8.3.3) F TAQ: = -P ÆQ, = Pi, 因此 只 需 处 理 分 量 ( 已 ,已 ), 这 将 使 计算 工 
ERF. 直接 计算 或 通过 微 扰 论 可 得 出 二 个 旋 量 分 量 中 和 已 满 足 的 二 阶 方程 为 


[r^(28, + 2GD, + Gir)Do + (Liye — T° fDo)(Li p — n fDo) — mr’) s 
+2r*{[(2rG — r*G,)f + r° fu + Gol(B; + 1/7) + rho + G0/2 
+(G — 17°C yr/2)f \ Pa + inr? Q2 +2GQ1) =0 (8.3.6) 


[r^D4(28, + 2GDi + Gr) + (ci 万 二 r?° fD) (Lij — r^ fD) — uer | Ps 
+ipto(r? f Q1 — Q) = 0. (8.3.7) 


因为 Hawking 辐 射 与 粒子 的 质量 无 关 , 所 以 不 必 关 心 方程 (8.3.6) 和 (8.3.7) 中 与 
质量 jw 有 关 的 项 , 但 是 在 分 量 忆 的 二 阶 方 程 中 有 一 项 与 旋 系 数 y 成 正比 的 项 避 忆 ， 
使 得 该 方程 在 作 GTCT 处 理 后 有 一 项 与 y 有 关 的 一 阶 导 数 项 起- 已 . 这 一 项 只 能 利 
用 关系 式 (8.3.4) 中 的 任何 一 个 才能 换 掉 , 使 吕 满 足 的 二 阶 方程 是 一 个 单一 分 量 的 
方程 . 这 是 考虑 对 一 阶 方程 (8.3.3) 作 GTCT 处 理 的 原因 之 一 , 另 一 个 原因 来 自 于 自 
洽 性 的 要 求 , 因为 Dirac 旋 量 波 函数 必须 同时 满足 一 阶 的 和 二 阶 的 方程 . 


对 方程 (8.3.6) 和 (8.3.7) 作 GTCT 处 理 , 经 过 稍为 繁杂 的 计算 后 , 得 到 它们 在 视 
界 附近 的 潮 近 形式 为 


mS dod e 
NW M DOC TOR AL DP Srl FAN 
150 人 八 京 Kinnersley 加 洞 的 量子 热效应 . 


8? 


A 
f2 + 2r% (2G — TH w) — ryf? 一 2fruTR iz ori "49 TH A 


2K 


—2( fri c TH) T [- A ruG,. + 2ryG 


O° 
Or.00, 
ð 
十 277 f? = 2r? f cot to — cot Üor 11,0 = T 11,00] Ər. In 


Cp s0 (8.3.8) 


42r? |((2ruG = riGr)f + rq fv F Go] ðr 


和 


Á 8? g? 
{ by 十 27r7(2G — Tg.) 42r f? +2 frarno] ori 4 IT DT 7" 


—2( fri + Tu) + [-A-+t 3rq7G, + ru(6G — 4rn,) 


e 

Or.00, 

+6rpf” - 2r? f cot Bg + (4fry — cot Üo)r uo — T 1,00 Z-pA — D. (8.3.9) 

利用 视界 面 方 程 (8.3.5), 可 以 知道 方程 (8.3.8) 和 (8.3.9) 中 的 系数 4 为 一 个 0/0- 
型 不 定式 . AL Hospital 法 则 求 得 其 结果 为 


， 277 (G — rg) +r f? -2fr?rgo t 755 
A. c é————— eu 
r—TH rT— TH 


= 2ryG,-2ryf?^ — 2ryo/"u . (8.3.10) 
现在 我 们 选取 可 调 参 数 k 使 之 满足 


4 
rh = 5 + 2ry(2G — rine) + Wf? + fire 
3 4 72 _ 2 
TrypGr truf or 
_ THO. tTR[ ~The T2Grg traf? -THe (8.3.11) 


KTH 
可 得 到 视界 的 表面 温度 
riGr t Til? — rho/rH 
EE Erone m 
在 这 样 调节 系数 k 后 , 利用 关系 式 (8.3.4) 并 将 系数 4 的 表达 式 代 入 方程 (8.3.8) 
和 (8.3.9) 后 , 得 到 
2ring 


73 ( 5 +2 E P 2(fr? + rig) E Pl | 
H VOr2 ðr ðv, | ETE AAE 0r,00, | TH 
-rG r 十 2rpCr 一 2r7 f cot 0g — cot Oor m — r 1,00 


2 
Dua * Tt] anne — TAG. RIT 十 十 Gal ha i P, =0 (8.3.13) 
= Hu 


十 


(m li tdt A 
D). DOCTORAL DISEEATION. | 


Zu 
92 e 8? 
2 eee E. ee 2 一 -一 -一 一 
aca + 2 ra, ) Pa 7 Uri rua) rg. P 
2r? 
HM TH Ld 十 TGr + rg(6G 一 Ar p v) T rj f^ 


ð 
—2ry f cot 0g + (4fru — cot bo)rio — TH oo} P 2 


g ? DB” 
= rh (s + 25 a) Pe Ur + me) ag 00, aa Pa + {ri 


Q 
-2rgG 十 2027" 一 27r7r f cot ho — cot BoT 11,0 一 rio | 3, 52 zx). (8.3.14) 


在 得 到 方程 (8.3.14) 的 过 程 中 , 我 们 已 利用 了 视界 面 方程 (8.3.5). 
EER VATE AS, 方程 (8.3.13) 和 (8.3.14) 可 纳入 视界 附近 的 一 个 统一 的 标准 波 方 


O° o” * ð 


(B73 a ed agr ud =0, p" 
式 中 系数 B 和 C' 可 视 为 有 限 实 常数 , B= f rgpo/ri. 
It FU = P, 
? 2 
IC = 2 Hf) cot to + 2 = “AN 
TH rH TH rH 
Terus (2r uG — 4G, )f r2 f. t+ Gol; 
Cr 一 了 
对 于 和 = P5, 
2 
2 = E +Gy+2ryf? — (2f 十 A) co nit 
TH TH 


A #2.(8.3.15) 48 zE Diracd F Pi Sy IIA h 3 31K 40, 而 事件 视界 则 按 方 
42 (8.3.5) 演化 . 因为 我 们 研究 的 是 Dirac 场 在 视界 附近 的 行为 , 波 方程 中 的 系 
数 亡 和 CC 均 在 视界 (7 = rg (09,09), v = vo, 9 = 如 ) 处 取 值 , 所 以 可 以 把 它们 近似 地 
视 为 常数 . 

方程 (8.3.15) 经 分 离 变量 更 = R(r,)O(0, eme) e sk RM, 


O0 '—A0,  R'z-2(i-—CO)R, (8.3.16) 


CA pO 
| 
S DOC (ORAL TESST EE NCN 


式 中 Co = C-AB, 和 为 分 离 变 量 过 程 中 引入 的 一 个 实 常数 . 和 应 取 为 实数 是 考虑 到 
当 过 渡 到 球 对 称 情 形 时 , 角 向 部 分 应 退化 为 自 旋 权重 s = 1/2 ERY BHR 
REGERE). 另外 , BRM MARKER) (a = 0) 时 , 黑洞 近似 为 球形 , 旋 量 波 函 数 对 角 
向 的 依赖 应 近似 于 旋 球 浮 数 . 


方程 (8.3.16) 的 解 为 
Qe, R= Re- + Ro, (8.3.17) 
入 射 波 和 出 射 波 分 别 为 
Pin = elle wre) +A0. 
Wour(r > rp) = Vine™ Corr . (8.3.18) 


采用 DRS 方 法 , «S FE A r4 dade KH RV our(r > rg) 从 视界 外 解析 延 拓 到 
视界 内 为 


Vor < rg) = You(r > raje Role ， (8.3.19) 
并 得 到 出 射 波 在 视界 上 的 相对 散射 几率 — 为 
Vout |? _ p-2Tw[R 
E" € , (MN > T ree, (8.3.20) 
其 中 Hawkingia Ty = «/ (2m) 的 明 显 表 达 式 为 
i 
Agi. 4nr ny i 
Mru — rhacos % + (2rnacos 0o — 1)(Q? + P?) — Ark — rig (8.3.21) 


Mryg + riacosbo + (2riacos bo — ;)(Q? + P?) ~ $rh + rine 


与 视界 位 置 rr 一 样 ,温度 k 不 仅 依 赖 于 时 间 U 同时 也 依赖 干 角度 9. 这 里 得 到 
的 rz 和 与 已 有 的 结果 完全 一 致 . 


HRM AP RRQ = P 二 0) 且 宇宙 学 常数 为 零 时 , 本 节 的 研究 即 为 文 
献 [272] 所 分 析 过 的 情形 . 此 外 , 当 粒 子 质 量 为 零 , 即 为 前 节 所 研究 过 的 Weyi 中 微 子 
Hawking A. 比较 这 两 节 的 分 析 , 结果 表明 Hawking 辐 射 确 实 与 粒子 的 质量 无 
X. 


作为 对 比 , 现在 简要 地 讨论 标量 粒子 的 Hawking 辐 射 , 质量 为 1 的 标量 场 方 
f£: (O + n2) = 0# Kinnersley it Z (8.2.1) t 88.3 5 HAA 


TOLP Hj "UE y 
(S) Wd 


: T: DOCTOR A M Eid X ECTS 


[(2r^G + r‘ f?)8? + 2782, — 27? £02, + OF + -z 54 (cot 0 — 2r f)8g 


+270, + (2rG ,+ ArG + 4r? f? — 2r? f cot ra — ugr^|$ = 0, (8.3.22) 


与 前 面 的 讨论 类 似 , 得 到 该 方程 在 视界 附近 的 渐 近 形式 为 


g? g? om 2r? TH 
"iss + 253)? - 207 + ruo) rg + [ [ + 47 nG + 2r?,f? 


—2rg (TH = frue) = 2r? f cot Oo — cot OOT Ho = M 2o = () ; (8.3.23) 


再 利用 视界 面 方程 (8.3.5) 可 将 方程 (8.3.23) 纳 入 标准 形式 的 波 方程 (8.3.15),， 其 
中 B 的 表达 式 如 前 , 而 COC 对 于 亚 二 OA 


2G T T r2 
2C = — + raf? — (2f + $) cot bo — 十 =8 EM. 
TH TH TH Th 


仿照 前 面 的 分 析 , 可 得 到 标量 粒子 的 热 辐 射 谱 为 
] 
(No) = eus — 17 
其 中 Hawking 温 度 7T7r = «/(21) ff RIA A 9 (8.3.21) A. 


需 说 明 的 是 , 由 标量 场 方程 作 广 义乌 包 坐 标 变换 处 理 , 也 可 以 得 到 相同 
的 视界 面 方程 (8.3.5) 和 表面 引力 k、 对 于 变 加 速 直线 运动 Kinnnersley 黑 洞 ， 其 
事件 视界 位 置 和 表面 有 效 温度 随时 间 变 化 , 而 且 依赖 于 角度 9 这 一 点 与 
动态 Kerr(-Newman) 黑 洞 完全 类 似 . 从 Dirac 粒 子 的 Fermi 谱 (8.3.20) 和 标量 粒子 
的 Bose 谱 (8.3.24) 可 看 出 , 除 自 旋 统 计 的 不 同 之 外 , 在 这 两 者 的 热 辐 射 谱 中 没有 
看 到 新 的 量子 热效应 出 现 . 


(8.3.24) 


88.4 任意 加 速 Kinnersley 黑 洞 的 Hawking 辐 射 
— Dirac f 


这 一 节 用 GTCT 法 讨论 任意 加 速 Kinnersley 黑 洞 的 量子 热效应 ,表明 在 Dirac 粕 
子 的 热 辐射 谱 中 有 一 项 新 的 效应 , 这 个 效应 来 自 粒 子 的 自 旋 与 黑洞 的 角 向 形变 加 
速 之 间 的 相互 作用 . 这 种 自 旋 -加 速 耦 合 效 应 不 出 现在 标量 粒子 的 Hawking 辐 射 谱 
中 . 
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3h As aE ERAT Hh 64 3 hni Kinnersley & jS), 5C £5 A Kinnersley “JF X $1" ff, 48 
述 一 个 任意 加 速 的 点 质量 的 外 部 引力 场 . 在 超前 的 Eddington-Finkelstein (EF) Æ 
标 系 中 , Kinnersley *K $$" HALH RAT SA 


ds? = 2dv|Gdv — dr — r*(fd@ + gsin^0dq)] — r?^(d0? +sin?@dy’), — (8.4.1) 


其 中 2G = 1-2M(v)/r—2ar cos 06—71?W*W, W = ftigsin0, W* = f—igsin6, f = 
bsin q4-ccos p—asin 0, g = (bcos p—csin p) cot 0. 度 规 (8.4.1) 按 Petrov 分 类 属于 PD- 
型 . (EE CM (v) A A AS (MAS WERE 8] v XE 40685 —/- BH), a(v). b(v)Fec(v) 
为 加 速 参 数 : aA Joik E Xo, b 和 c 为 加 速度 在 角度 方向 上 改变 率 . 


一 般 地 , 一 个 蒸发 黑洞 的 时 空 几 何 由 三 类 曲面 刻 划 : 类 时 极限 面 (TLS), RM 
视界 (AH) 和 事件 视界 (EH). 根据 York 的 观点 [287], 一 个 动力 学 黑洞 的 视界 可 以 在 
流明 的 一 级 近似 下 求 得 , 只 要 注意 到 下 述 条 件 即 可 : d) 表 观 视界 为 最 外 层 的 “ 陷 获 
du", 使 类 光 ( 零 ) 测 地 线 汇 ( 或 由 v 参 数 化 的 类 光 ( 零 ) 射 线 ) 的 膨胀 3 ~ 0; ii) FHR 
界 为 零 (类 光 ) 曲 面 , 此 曲面 上 类 光 测 地 线 汇 的 加 速度 2r/dv? ~ 0, 或 者 等 价 地 , A 
为 它们 必须 严格 类 光 , 可 以 通过 要 求 d9/dv x 0 而 由 Raychadhuri 方 程 确定 ; RA, 
iii) 类 时 极限 面 被 定义 为 满足 gu = 0 的 曲面 . 


一 个 普遍 公认 的 观点 是 事件 视界 必须 是 一 个 零 曲 面 , 且 被 定义 为 出 射 光子 
永远 不 能 达到 任意 大 距离 的 最 外 位 置 . 在 动态 黑洞 时 空中 , 事件 视界 仍 应 为 类 
JG) dh de, 且 满 足 零 曲面 条 件 : ga, FOF — 0. 由 此 零 曲面 条 件 确 定 的 事件 视 
界 实 际 上 是 一 个 局 部 事件 视界 (不 是 从 整体 定义 出 发 ). 下 面 将 采用 这 个 局 部 定义 
并 用 不 同 的 方法 导出 决定 任意 加 速 Kinnersley 黑 洞 局 部 事件 视界 的 位 置 . 我 们 发 
现 每 一 个 方法 均 能 一 致 地 给 出 相同 的 结果 . 


首先 利用 零 曲 面条 件 来 寻找 Kinnersley 时 空 的 局 部 事件 视界 . AE da 
程 F(vV,7,9, p) — 0, 亦 即 7 = r(v,0,)2243 57 


OF +OFOr=0, OF +0,FOr=0, OF+OFOr=0. (8.4.2) 
将 (8.4.2] 式 代入 零 曲 面 方程 gO0,FO,F = 0 在 Kinnersley 时 空中 的 明显 表达 式 
(2G + r?W*W)(8,F)? +20.F(0,F — fügF — g8,F) 
I 2 1 2 -- 
+ (OF) Ta sinzg (OF) ii 843 
可 以 得 到 


2 2 
2G + r^W*W — 20,r + 2fder + 290,7 + (Gor) + (gr) ED. 


r? r? sin? 0 


$ j 上 LE EH 
*/ DOCGTFORAL DISS RIMES. 


RA Kinnersley RAGES MAR 0000000 19; 
局 部 事件 视界 为 满足 上 述 方程 即 


2M 
上 一 ee 2ar y cos 0 — 2T Hy + 2fr110 + 297 try 
if 


"H9, | (_ THe V 

+( TH ) $ bs 5] xn an) 
的 一 个 超 曲面 7 = ru(v, 0, p). 其 中 rjy， = OTH, Tie = Dorr 和 rrre = orn AA 
描述 视界 演化 的 参数 . 


ža =b = c = 82M # 0 时, Vaidya 黑 洞 的 事件 视界 位 于 rr = 2M/( —2rg ,); 
4M =b=c=0HaA TEM, 作 科 加 速 直线 运动 观测 者 的 Rindler 视 界 满足 
pa 
1 — 2ar;; cos 6 — 2arg o sin? + a = 0 
H 


"eS AE ry = 1/a(cos 6 + 1). 


在 M(v)、al(v)、b(v) 和 c(v) 不 等 于 零 的 情形 , 方程 (8.4.4) 一 般 来 说 有 三 个 根 . 
在 这 个 一 般 情形 , 因为 分 析 显 得 稍为 复杂 , 我 们 在 此 不 作 讨 论 . Kinnersley 时 
空 (8.4.1) 应 存在 两 类 事件 视界 : Rindler- 型 视界 和 Schwarzschild- 型 视界 , 它们 不 仅 
RAT, 而 且 与 9, 有关. 这 意味 着 事件 视界 和 黑洞 的 形状 随时 间 而 变化 . 

其 次 采用 广义 乌龟 坐标 变换 法 导出 局 部 事件 视界 . 因为 作 任意 加 人 速 运动 
tj Kinnersley LA 47r Killing K E, 故 可 以 定义 最 一 般 形式 的 GTCT 如 下 : 


! 
r.— rt zlo (r-ra), U, = 0,—0—09, Pa =pP— qo, (8.4.5) 
PP 


1 
dr, = dr 十 ibn et TH QU = TH 900 - TH ydp) ; 
dv, — dv, dé, = dé, dp, = dy, 


其 中 rr = rrfu)g,o) 为 事件 视界 的 位 置 , k 为 一 个 待定 的 可 调节 参数 且 在 乌龟 坐标 
变换 下 为 一 常数 . 所 有 参数 uo、 名和 go 为 刻 划 黑洞 初始 状态 的 任意 常数 ， 


对 零 曲面 方程 (8.4.3) 应 用 GTCT(8.4.5), 并 取 r 一 riz(v9, 0,0), v 一 v, 0 一 
Fp 一 po 极限 , 通过 令 ( 夫 下 )? 项 前 面 的 括号 中 的 系数 为 零 , 可 得 到 事件 视界 面 
方程 


第 八 章 Kinnersley} 


prt eT FE Pee TT TE I mr mr 


p2 $2 
2G 一 2T ty + rzW'W + 2f rine + 297 Ho + U T E) vu 页 = (), (8.4.6) 
A FZ(8.4.6) iE Hv = w, 0 = Fey = wo 时 的 (同一 个 ) 方 程 (8.4.4). 注意 我 们 
已 作 了 这 样 的 约定 : 当 作 了 GTCT 处 理 并 取 趋 于 事件 视界 的 极限 后 , 每 一 个 导数 项 
前 所 有 系 数 均 在 事件 视界 rrr = T jj (vo, 89, po) 处 取 值 ， EPG. f. gW fev = Uo; 
0 = hf = po 处 取 值 . 


因为 这 里 仅 讨 论 黑 洞 慢 蒸 发 的 情形 , 以 后 只 需 考虑 非常 接近 于 事件 视界 的 初 
始 状态 的 情况 , BP tv & v, OS 加 和 op x po 时 7TH % ry(vo, 0o, qo). 这 个 要 求 来 源 
于 GTCT 方 法 是 一 个 局 部 分 析 方 法 , 而 后 者 源 自 这 样 一 个 事实 一 Hawking 辐 射 来 
自 事件 视界 附近 的 真空 涨 落 . 


现在 我 们 来 考察 Kinnersley 时 空 的 量子 热 性 质 , 特别 是 Dirac 电 子 和 Klein- 
Gordont € 42-fF 9 GSH, 换 而 言 之 , 我 们 必须 导出 粒子 从 事件 视界 发 射出 来 的 
热 辐 射 谱 . 为 此 先 在 Newman-Penrose(NP) 表 述 中 写 出 Dirac 方 程 的 旋 量 表示 , 选 
取 Kinnersley 黑 洞 中 的 一 个 复 的 零 标 架 系 使 其 方向 导数 为 


D 一 —O,. 5 A 一 Oy + GO, , 
1 i 
= ——(- PW, + ô+ ——0,), 
0 r Wo, + o+ ij 
= 1 ] 


不 难 求 出 该 零 标 架 中 非 零 的 复 NP 旋 系数 如 下 : BEG, = dG/dr* 4] 


p=-, w= + igsind tand, y = (-G, + igsin@ tan 0) /2, 
O W W* cotü | W* cot Ü 


Quee. pee quEue——— qu 一 TEST 

V2 V2 2V2r V2 p 2V2r 

1 2 2 
= 一 -一 一 DW" “十 Cn 一 8.4.8 
V z; Gre PG )Wt+rWt+Go snl (8.4.8) 


在 弯曲 时 空中 , 质量 为 Lo、 自 旋 为 1/2 的 Dirac 旋 量 粒 子 的 动力 学 行为 由 四 个 
耦合 Chandrasekhar-Dirac 方 程 描述 . 我 们 已 在 前 面 给 出 它 在 NP 表 述 中 的 旋 章 形 
AX. 将 所 需 的 NP 旋 系数 和 方向 导数 代入 Dirac 方 程 并 作 代 换 忆 = 2r Fi, P, = Fr, 
Qi = Gi, Qs = V2rG, BHA 


xl P x x 
eh dete Abe Va gs e SP eg: 
e" AN 4 ] at 小 |J. t. i 
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—DyP, + (Lij2 — r°W* D2) Po = iporQ, , 
2r?°B, Po + (£1), — °W Do) Pi = iporQr, 
-DyQs - (£i, — WD$)Q: = ipor P3, 
2r? BlQi — (Li — 17W*D$)Qs = iuorP, , (8.4.9) 


APRA WL YZ X3 $7» — X, Dn am Oy Er nir, B, = Oy T GD, + (Gr T 
ig sin 0 tan 0)/2. 


WU TT Chandrasekhar-DiracZ: #2 (8.4.9) EQ, Qo 315 P7, — Pr F E & 4 fi 
RL, 所 以 只 需 研 究 一 对 分 量 (号 ,已 ) 即 可 .虽然 该 方程 不 能 退 夺 ,但 对 于 研 
究 Hawking 辐 射 问题 来 说 , 人 们 只 需 关心 旋 量 场 在 视界 附近 的 渐 近 行为 . 在 广义 
乌龟 坐标 变换 (8.4.5) 下 并 取 r — ralu 09, o), v — Vo, 0 — bhfo 一 po 极限 后 ， 
Pda Pg] — BA chaises 


ð 
àr. "n 1 — Tuo HTW" J&R =0, 
O ð 
(rrre 十 一 一 一 -一 0, Uu 4TH, + pod Or! = ore (G e rive) oro? =). (8.4.10) 


如 果 方 程 组 (8.4.10) 中 的 导数 这 中 和 过 已 不 为 零 ,那么 P 和 已 有 非 平 凡 解 的 存在 
条 件 是 其 行列 式 为 零 ， 这 就 给 出 上 面 的 视界 面 方程 (8.4.6). 有 趣 的 是 如 果 对 另 一 对 
42 X (Qi, Qo fe JE MUE, 也 会 给 出 同一 个 方程 (8.4.6} 和 类 似 于 方程 (8.4.10) 的 关 
AX. 这 可 看 作 求 事件 视界 位 置 的 另 一 种 方法 ， 


为 了 考察 自 旋 1/2 粒 子 的 Hawking 辐 射 , 我 们 还 需 研 究 二 阶 Dirac 方程 在 视界 
附近 的 渐 近 形式 . 经 直接 计算 可 得 到 PP 和 已 分 量 满足 的 Dirac 方 程 的 二 阶 形式 为 


[2r°BiDo 十 (Li/2 = r?*w* Do) (Li 2 xd r^W Dy) 一 por’ | HF 
+ipor” [W*Q; + 2(G + igr sin 0 tan 6)Q; | +r ?2 [Go 一 Ze 
+r°W* + (2rG — 1°G,)W*|(0, + 1/r) + W*(2G — r°G sr) 


+2rWi, + Gyro 一 ‘Cre T igsin0 — f — asin} P, = 0 (8.4.11) 


[2r?D.By + (£1, — °W Da) (Lij — 1? W* D2) — uir’) P 
-Hiug(r?WQ, = Q2)P, = 0: (8.4.12) 


P 
人 : 
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质量 为 1 的 标量 场 方程 ( 口 十 Jj2)B = 0 在 Kinnersley 时 空中 的 明显 形式 为 


" + 71W*W)8? + 27 (82. — £02, — 902.) + 8; 
二 7902 + (2r^G „+ ArG + 4r°W*W — 2r?f 5)8, 
+(cot 0 — 2r f)O_ + 2r(8, ~ gð) — ugr^| — 0. (8.4.13) 


对 方程 (8.4.11-8.4.13) 作 类 似 于 一 阶 方程 的 处 理 , 经 过 稍为 宛 长 的 计算 后 得 到 
它们 在 视界 附近 的 渐 近 形式 为 
KP, 十 | 一 A 二 THG r +2ryG + 2r, W*W + 2igr;, sin 0 tan 0, — 2rh fo 


aT H 0 
+ cot o( — rp + E) — (r 1,00 十 rai )| s: ^ 


G p tri Wt + W*(2rgG — ri.) P, — 0 (8.4.14) 


M, 
os bo 


1 
i sin Oo 


K P, 十 | —-A+ 3rzG r +TH(6G 一 Ar iy) 十 6r7 W*W 


—2rffo ae A za (Arn f — cot Üo)T n, 


2 g 
H cos A 


i cos 0 
t (4gru Bi 7 9, Tite 一 (rr 00 + ETA ) 


ð 
Or, 


P,—0, (84.15) 
以 及 
Ko + | -4 二 218G + ArnG + Ar3W*W — 212, fo — runs 


Poo | 0 
--2r THe or 一 cot ho — {TF — ) | ——- = 0. {8.4.16 
u(f HOTI Ho) THO 0 (T 11,90 + d 9.) Or. ( ) 


在 上 述 方程 中 算 符 必 代表 包含 二 阶 导 数 的 项 


K= Es E 203 (2G — rg.) + 20, WW 4-202 (frg + Mio 元 
g? 
sin T "PN OT Op 
由 视界 面 akp 4.6) 可 知 其 中 的 系数 4 为 一 个 0/0- 型 不 定式 , 利用 L’ Hóspital 
法 则 可 求 得 其 结 
rory FTH 
= 2r5G .--4rg(G — ru.) + AríW"W 4 4ru( frie + gru) 


= rG,--2r4W*W —2rg (rj o + rj, / sin? bo). (8.4.17) 


ð? 0? 
+r -— 2(frj T TH) z—áz- Or.00, — 2(gr7 Tiu 十 
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现在 选取 算 符 人 中 的 可 调 参 数 k 使 之 满足 
A ; 
ry 三 OK T 2r (2G 一 FFro) + 2rnW"W T 2rn(f Ting 十 9T Hy) y 


则 可 得 到 视界 的 表面 引力 


DEG, TuW"W — rg (rj o + 75, / sin? 69) (8.4.18) 
e A 328) AWW tr rh] it Oy v 
在 进行 了 这 样 的 参数 调节 后 , 再 利用 关系 式 (8.4.10) 和 视界 面 方程 (8.4.6), 可 


把 方程 (8.4.14-8.4.16) 化 为 视界 附近 的 统一 形式 的 标准 波动 方程 


9? g e 9? ð 
E Te Dv 一 20¢3—-——— — 20 — — + 2(C2 + iC) 


0r,00, — Or. Dv, 5,1179, (8419) 


APO, C4, C2 和 C1 可 看 作 有 限 实 常 数 . QQ 的 物理 意义 是 它 可 理解 为 由 于 加 速 引 起 
黑洞 发 生 角 向 形变 而 产生 的 角速度 ， 


rH Ho 
Q— gu ， cue 
I F r2 sin? to =f rs 
FY = I 
l 2G - i 
2(C; + iC) = 一 一 Gr + 2igsin By tan fo — 2f, Tu : 
TH cos Gy 
cot to eT Hao 1 TH as 2 To 
: (rio sin a, a pen, Mr sin? ĝo rà, (ring sin? g 
C3 十 492 sin fs 2 * * E 
LE 2 n LLLA +W (2ruG m THG) + Go sin gu Gy] , (8.4.20) 
MTV = P, 
2G A ?9 
EM 2f, o 
cot à iH e TH pọ 
Ee £) = — —5-—);i 8.4.21 
12 (rne i sin a) T2. z (rim T sin? g) ( 
mw = $, Ci = 0, 
2 
2C. = - + T4yW"W — 2f 9 — € cot Ap 
TH 
= l -z (r T H00 d eE) tx 5 (rh E och TH ) i (8.4.22) 
ri sin n à, H8 sin? y 


-> : `? ET - 
[上 全 位 六 大 
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方程 (8.4.20) 的 表达 式 较 为 复杂 , 但 可 以 注意 到 其 右边 最 后 一 项 中 方 括号 里 的 系数 
JER Fu (ry) [ 配 系 数 v 在 事件 视界 上 的 值 ]. 

因 方 程 (8.4.19) 中 各 个 系数 可 近似 视 为 常数 , 故 可 把 它 当 作 常 微分 方程 处 理 
kt = R(r.)O(0,)0(o,)e *"- 分离 变量 后 得 到 


日 =A，  9$'L(s-im)$, 

RY = 2i(w + mQ — C, --iC9)R, (8.4.23) 
式 中 Co = C2 一 和 C3 一 aQ,，》 为 分 离 变 量 过 程 中 引进 的 一 个 实 常数 , w 为 粒子 的 能 
X, m 为 其 角 动 量 磁 量 子 数 . 方程 (8.4.23) 的 通 解 为 

O = e © = ele tim)e. 


R= Rye2iw+ma-Ci)—Colre | p. (8.4.24) 
因此 方程 (8.4.19) 的 入 射 波 和 出 射 波 分 别 为 : 
UV, = g tts +a tim) pe 86. 


Vout(T > rg) = VineZetme-C1)—Colrs . (8.4.25) 


采用 DRS 方 案 , 从 下 半 复 ~ 平面 将 不 解析 的 出 射 波 亚 oue(r > ry) 延 拓 到 视界 
内 为 


Vout (r < rit) = Wout (r > rg eo rma-01)- Cor. eit Co/ & on (uo mf1-C1)/s (8.4.26) 

得 到 出 射 波 在 视界 上 的 相对 散射 几率 
Vout |? 
Wout 
FOAL F MZ PBI 1 AIBA EH 
(N(w)) = 


= e 2mwt+mN—-Ci)/6 (8.4.27) 


['(w) 
aren OTT 1: 
其 中 正 号 对 应 于 Fermi-Dirac 统 计 , 负 号 对 应 于 Bose-Einstein 分 布 , F(w) 为 粒子 处 
于 一 定 模式 的 势 垒 穿 透 因子 . LAY Hawking Ty = K/(27r) 为 


(8.4.28) 


3 2 2 Jan? 
1 Mr x — racos bo — rj — rj ,/ Sin” Oo 


Tu = —— FS SSO OO . 8.4.29 
"dary Mrg +73,ac08 09 + (rho + r3, / sin^ 0) /2 
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从 该 式 可 以 看 出 温度 7 与 视界 位 置 rr 一 样 ， FIR TA le, 而 且 依 赖 于 角 
Žožo. 


在 热 辐射 谱 (8.4.28) 中 相互 作用 能 量 有 两 个 部 分 , 其 一 为 因 加 速 而 产生 的 “ 转 
动能 ”mQ; 另 一 项 来 自 电 子 的 自 旋 与 黑洞 的 因 加 速 而 导致 角 向 形变 产生 的 4 角 动 
€". 在 自 旋 -1/2 粒 子 的 热 谱 中 有 一 个 CC 项 出 现 , 而 标量 粒子 的 热 谱 中 则 没有 这 一 
项 (C1 = 0). 这 说 明 0O1 项 与 粒子 自 旋 有 关 . 


从 C1 的 明显 表达 式 
一 人 3 sin Bo 2 


G o 
Ci — 2(G — rg.) TH9v + (2ruG — riG, r)9 十 315. 2 O | 


xg rerit (2ruG — r&G r)f Gs] 

g TH p COS Oo 
2cosbo ^ 2r2 sin? 0g ' 
T Hyp COS to 


+g sin ĝo tan Oo + (V = P) (8.4.30) 


= 2o 

Ci = 2cosb 2r? sin” bo’ 

中 可 以 看 到 在 变 加 速 直线 运动 Kinnersley 黑 洞 情形 化 = c = 0, rg, = 0), 对 

FW = P,Pjfeó, C, = 0， 如 果 只 考虑 方程 (8.4.30) 中 的 最 后 两 项 , 那么 对 
于 Dirac 粒 子 不 同 的 自 旋 态 s = 41/2, 可 把 与 “ 自 旋 相 关 ” 的 项 重新 写作 

N T Hyp COS to g 
is Cz sin? to P ui 492) 
(s=1/2,-1/2, Y = P,P; s=0,V=8). 


此 处 我 们 对 这 一 项 特别 感 兴趣 的 原因 是 它 明 显 与 电子 处 于 不 同 手 征 态 的 自 旋 有 
X. 因子 rr 18 E SARL PH 黑洞 的 f 向 形 x, THo/ (Tj sin? TRA “H 
变 ” 角 动量 , 这 一 项 也 出 现在 Q 的 表达 式 之 中 ， 从 w, 和 0 的 表达 式 来 看 , 似乎 可 以 
把 g 类 比 为 因 角 向 加 速 而 产生 的 角 动 量 . Ash, 我 们 认为 w。 这 一 项 代表 自 旋 -加 速 
FES RAL, 这 个 效应 可 阐释 为 粒子 的 自 旋 与 黑洞 的 角 向 加 速 之 间 的 相互 作用 .， 


在 这 一 节 中 我 们 研究 了 任意 加 速 Kinnersley 黑 洞 的 Hawking 辐 射 , 用 不 同 的 
方法 导出 了 事件 视界 面 方程 , 并 求 出 了 Hawking 温 度 , 表明 该 黑洞 的 视界 不 是 球 
对 称 的 , 我 们 发 现在 Dirac 粒 子 的 热 辐射 Fermi-Dirac 谱 中 有 一 项 额外 的 由 C1 项 代 
表 的 效应 , 这 个 效应 来 自 Dirac 粒 子 的 自 旋 与 黑洞 的 角 向 加 速 之 间 的 相互 作用 ， 
它 不 出 现在 标量 粒子 的 Bose-Binstein 统 计 分 布 之 中 . 另外 我 们 看 到 当 = c= 0, 
TH 二 0 时 , C, = 0. 这 意味 着 变 加 速 直 线 运动 的 Kinnersley 黑洞 没有 此 项 效应 出 
现 , 这 与 上 一 节 的 结论 是 一 致 的 . 这 种 自 旋 -加 速 辜 合 效 应 的 特征 是 它 明显 依赖 二 


(Y= P, (8431) 
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粒子 不 同 的 自 旋 态 , 我 们 认为 它 可 能 起 源 于 粒子 的 自 旋 与 燕 发 黑洞 的 加 速 之 间 的 
耦合 作用 . 


当 g = 0 时 ,本 节 的 讨论 回 到 上 节 讨 论 的 变 加 速 直线 运动 Kinmersley 黑 洞 情 
形 ; Huo = ORF, 即 化 为 对 Weyl 中 微 子 Hawking 辐 射 的 分 析 . Bf — g = 0 时 , 可 回 
到 Vaidya- 型 黑洞 情形 . 另外 , 这 里 的 讨论 可 直接 推广 到 更 一 般 的 带电 荷 Qtuj、 带 
磁 荷 P(w) 和 宇宙 常数 人 的 变 加 速 Kinnersley 黑 洞 情形 (2G = 1 — 2M (v)/r + (Q? + 
P^)(1— 4racos0)/r? — 2racos0 — r?(f? + g? sin? 0) — Ar?/3). 


$8.5 'ff€JnikKinnersley £346] Hawking E 
一 Weyl 中 微 子 


这 一 节 未 用 与 上 节 不 同 的 零 标 架 重 新 研究 变 加 速 运动 Kinnersley 黑 洞 的 量子 
热效应 . 因为 Hawking 辐 射 与 粒子 质量 无 关 , 所 以 为 简便 起 见 , 我 们 只 研究 Weyl 中 
微 子 情形 . 
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ds = 2dv(Fdv — dr) — r? [(d0 + fdv)? + sin? 0(dp + gdv)?] , (8.5.1) 
其 中 2F = 1 一 2M(v)/r —2ar cosb, f 和 g 的 表达 式 与 上 节 相 同 . 黑洞 质量 M 为 超 
前 时 间 v 的 阴 数 . 


现在 选取 复 的 零 标 架 系 {1, n,m, 桓 } 使 其 满足 伪 正 交 条 件 l. n=-m: 击 = 1, 
其 1- 形 式 基 为 


l = dv, n = Fdv—dr, 
m = Lf + igsin 8)du + dO + isin Bd] , 
m = gU — iasin6)du + dà — isin day}, (8.5.2) 
相应 的 方向 导数 为 
Mein ss A= NR 90: 
6 = 一 一 Z0 b+ om 59») » -人 peo —À dy) . (8.5.3) 


à n eee es e 
me: | og" 7p 
Y i AD) v) 


= ROL, a ^r DESER LALE 
第 2 Ne "Rinnersley LET T 3&3 dil. 
RAPE EGR AER ANPR AH: GEF, = dF/dr 等 等 ] 
1 F 1 
o fie ce gen 15 5(- £o 3), 
NU M n (8.5.4) 


2 2r ' Jor V2 


对 于 属于 Petrov D- 型 的 Kinnersley 黑 洞 ,k= 入 =o=e=7=7=0 和 w=0, 
但 vy £0, 可 以 仿照 Teukolsky 的 微 扰 论 , 从 Weyl 方 程 


(D +€- pym — (6 +r — o)m —: 0, 
(ó - B -Tm — (A +u- ym — 0. (8.5.5) 
可 推导 出 相应 的 微 扰 二 阶 方程 


[(D +e- p- P(A +u- y) (8-a — T 7)(6 - x —o)]no — 0, 
(A-o' - n n)(D* e- p) - (8+8 +r- 7)(6 - 8 — 7)]m 
= [vD + (D + 2e + & - p*)v — vs] m. (8.5.6) 


把 一 阶 方程 (8.5.5) 和 二 阶 方程 (8.5.6) 在 上 述 零 标 架 系 中 具体 写 出 来 就 是 


| 1 
(0, T -)xi T —— L120 =0, 


V2r 
(6-7 fo- pe i )m A jam 一 0 (8.5.7) 
和 
[2r^(8, + 2/r)(G — fo — Feo 十 TA No = 0, 
[2r2(9 + F/r — 2f id: 325-5) (9 + lr) + Li2Lio]m 
= V2r*asin 0(0, + : pod (8.5.8) 


HPL, ALI X SU, 另外 我 们 定义 了 算 符 


G = 0, + FO, — foo — g0, + F/r+F,/2. 


作 代 换 Xi = V2rm, Xo = mo 后 , 方程 (8.5.7) 和 (8.5.8) 成 为 


OrX1 m 人 1/2X0 = 0, 


27m f.—- M — ri = 
2r (G fo cong) xe L axi = 0 (8.5.9) 


[27?(8, + 2/r)(G ~ t- 


5 E Li p£] Xo = = 0, 


T 
[2r*(G 一 2fo t3 m ES £n lx 
='2r°asin 18 2 p 1/r}xo. (8.5.10) 


采用 在 上 一 节 中 引入 的 GTCT(8.4.5), 一 阶 方程 (8.5.9) 在 视界 附近 化 为 


Ce rp) ea dite Xo = 9, 


ae (rine = agone) Xo = 0. (8.5.11) 
基于 前 节 中 同样 的 理由 , 由 方程 (8.5.11) 的 行列 式 为 零 可 得 到 
Tf Tio 
2(F — ru, + frie + 2grmo) + rur 0 (8.5.12) 


不 难看 出 方程 (8.5.12) 正 是 前 一 节 中 的 视界 面 方程 (8.4.6). 
将 二 阶 方程 (8.5.10) 展 开 , 写成 明显 形式 为 


{2r?| 02 + F0? — £6, — gà] + in +6rFP—2r2fo—r 2 an 
i 2 iid 
+47(0, — f0g — g0,) +05 + 3 ri + cot 00e +9 29 一 -一 Do 
1 1 
-i2ug qr Feet Ary + OF = Ar fo- 2r. CM = 0 (8.5.13) 
和 
(ar? (a2, + Fa? — far, — g023,] + (r?F, +2rF — 4r? fg + ate ð, 
$2  $cos0., 1 1 
TOT are prete ec Ig e pig A po 
= 2r?asin 0(0, + 1/r)xg. (8.5.14) 


另外 , 质量 为 ji0 的 标量 场 方程 : (D + p2)® = 0 在 Kinnersley 时 空中 具体 为 
er? (3, + FOS — f02, — gO? | + (2r°F, + 4rF — 2r? f 9)0, 
+2r (ð, ~ fe — 90,) + 83 + — 0 + cot 60s — uer" }o — 0. (8.5.15) 
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对 二 阶 方程 (8.5.13-8.5.15) 作 GTCT 处 理 得 到 它们 的 渐 近 形式 为 


d pu -上 - 63 d x 


Ey | ~ 3F tg 1 cos to . cot Oo 
X0 TH 2 COS 2 cos f, Or? sin? 0, id 2r? E 
av uem Ê =0 (65:16) 
TH s i | 2r? 2r2 sin? 6’! Or. 
和 
F F, ig 1 cos Oo cot 0, 
ee ee Ce ae ee ee See E 
xit u^ ET 2 24,0 u 2 cos to 2r2, sin” Ao "Bg 2r?, nie 
T H,00 T Hype 2 ð 
- — ee = rpa Sin 09 — Xo , 8.9.17 
( 2r?, 2r} sin? bo'l ôr. or, TH "3r, l ) 
以 及 
S ~ 2F | 
大 .中 + | —-A+—-+F,—fet+ — (fru, + OT Hyp 一 ry) 
TH TH 
cot go TH90 ,  TH,ge 2 
= EN 1) NER 0-0. 8.5.18 
272 2r? 2r? sin? fg ) Or, ( 
dosh FE KARA HP PSK 
: A g? 72 
大 一 | 一 十 28 一 “a Poem 
Lax i rie + frag + grus| ðr? i ür,Ov, 
-(* 2 aos. 9" - ( E CNN M 
Or,O0, ae sin? 0o IT, OPa 
其 中 的 系数 4 为 不 定式 
A pe TH,v Es frug T 9TH,o RE rire/ (2^) us TH ol (2r? sin” 0) 
= im — aS as a ee 
arn "n 
AT To 
=F.— (—- zs —— $5 ) : (8.5.19) 


TH r sin? o 


ARREGLAR LP PAK PAA —AR r AN ERAT 了 前 的 系数 
等 于 1/2, 亦 即 


A 
ox + 2F — rHw + frig + gru, = 


可 得 到 待定 的 可 调节 的 温度 参数 的 表达 式 为 
_ TRE, — Tg (Tie + Ti, / Sin. 0o) 
© Ti(1 = 2F) + (riro + riu Sin? Oo) 


z 
9 ? 


(8.5.20) 


A 
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Ki TE 
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于 是 可 以 化 二 阶 方程 (8.5.16-8.5.18) 为 标准 形式 的 波 方 程 


[E qaos nth oca T opm Wak, A 
Ör? '  Or,Ov, 5 Or.00, ER Tu On - ch. even 
式 中 
TH y TH 
Q=9+— + , C3 一 了 十 一 一 . 
I r2 sin? 6 a= J Tir 
FU = xo 
l F, ig i cos fo 
EE PE L RER Ael, ENE E E ob 
B t ” 2cosb 2r? sin? Oo ^" 
cot Oo l TH ee \. 
a "HO 一 pine cip) 
对 于 亚 = X13 


F: Fa 1g 1 cos 0 
2(C. Cı) = — —- — -2 —— + -一 一 -一 
(C2 iC) TH fo + cosÓg 2r; sin? 0 ‘He 


cot Oo i FH, po 
rrpb 一 一 一 (7 

» 67 rg EMH tA 
Dl TH o : IT Hypo -1 

+- (Tro + —3—) — ary sin 69(rye -— —— 
ra ( H6 sin? a0) ý o( me sin Oo 

TY = $, Cı = 0, 
F THO 1 THp) l (2 LP 
Co = — — fo — z7 cot fo — —> (THe t — T THa T 2g 


仿照 前 节 的 处 理 , 由 视界 附近 的 标准 波 方程 用 Damour-Rufhni-Sannan 方 案 导 
出 粒子 的 热 辐 射 谱 为 
PET CRM 
e(t ma-Ci/T&s +1’ 
其 中 Hawking 温 度 77 = kf/(27), 而 系数 C1 对 于 各 = 9, C, = 0; FTV = xo, xi I 
为 


QN (w)) = (8.5.22) 


g T H COS Op 
C, = =- 一 一 一 一 一 一 v= 
2 COS A 2r?, sin? th j Xo) 
g T Hy COS Oo 
Ci = TUE NEW. 
2cosb  2r?, sin” Oo 
2 
2 aN qu 8.5.23 
aT HT Hy (THe + ) ， (=x) (8.5.23) 


sin? 0o 
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方程 (8.5.23) 中 右边 最 后 一 项 与 旋 系 数 z(rm) 成 正比 ,如 果 和 忽略 这 一 项 , 则 
与 “ 自 旋 相关 ”的 项 可 写 为 
T Hyp COS Oo g 
s r? sin? Oo T cos a) i 
(s = —1/2,1/2, V = xo,xi; s=0, V — 4) 


(8.5.24) 式 与 上 节 中 的 (8.4.32) 式 完全 相同 , 反映 了 变 加 速 Kinnersley BAA A 
旋 - 加 速 神 合 效应 存在 . 


在 本 节 中 我 们 采用 了 不 同 的 零 标 架 研究 了 Kinnersley 黑 洞 的 量子 热效应 . 两 
个 零 标 架 的 不 同 在 于 它们 仅 相 差 一 个 零 标 架 的 工 类 Lorentz 转 动 , 而 导出 的 物理 结 
来 (视界 面 方 程 和 Hawking 温 度 以 及 热 谱 ) 基 本 相同 . 虽然 系数 C1 和 C5 的 表达 式 在 
这 两 节 中 稍 有 不 同 , 但 它们 有 相同 的 结构 . 特别 是 对 于 s = 一 1/2 分 量 , C1 完全 相 
B]. 虽然 现在 还 不 太 清 楚 在 s = 1/2 分 量 中 系数 Cl 和 COCs 在 不 同 零 标 架 中 有 所 不 同 
的 具体 原因 , 但 有 一 点 却 是 显然 的 , PPC CL PA SRA REHM. 我们 
猜测 这 一 差别 可 能 与 在 零 标 架 的 I 类 Lorentz 转 动 下 , 旋 量 波 函 数 的 s = 1/2 分 量 要 
作 相 应 的 移动 有 关 . 


在 处 理 上 , 本 节 采 用 的 零 标 架 似 乎 比 上 节 采 用 的 零 标 架 要 明快 , HAA 
KC FOC, 的 表达 式 也 简单 一 些 . 虽然 结果 有 所 差异 , 但 都 定性 反映 了 任意 加 还 
的 Kinnersley 黑 洞 存在 有 自 旋 -加 速 耦 合 效应 . 因此 , 本 节 再 次 证 明了 采用 不 同 的 
守 标 架 去 讨论 Hawking 辐 射 应 得 到 相同 的 结果 , 这 映 证 了 一 个 普遍 原理 一 物理 结 
时 不 应 依赖 于 具体 坐标 系 的 选择 . 这 可 以 看 作 是 广义 协 变 原理 在 黑洞 Hawking 辐 
射 理论 研究 中 的 一 个 具体 体现 . 


w & (8.5.24) 


88.6 小结 


在 这 一 章 中 , 我 们 研究 了 Kinnersley 黑 洞 的 Hawking 辐 射 , 表明 广义 乌龟 坐标 
变换 法 (GTCT) 能 够 比较 满意 地 处 理 任意 自 态 粒子 在 这 类 黑洞 中 的 蒸发 . 尽管 场 
方程 不 能 事先 退 耦 , 只 要 同时 考虑 一 阶 方程 和 二 阶 方程 , 最 终 还 是 可 以 将 二 阶 场 
方程 在 视界 附近 化 成 单一 分 量 的 标准 波 方程 . 这 说 明 GTCT 理 论 不 要 求 事先 对 一 
阶 方程 分 离 变 量 , 因而 能 够 用 于 更 一 般 黑 洞 时 空 量 子 热 性 质 的 讨论 [333-335]. 我 
们 认为 这 一 工具 也 有 希望 应 用 于 讨论 任意 黑洞 的 非 热 辐射 性 质 [336-339]. 


这 一 章 的 研究 表明 , 任意 加 速 的 Kinnersley 黑 洞 有 新 的 自 旋 -加 速 耦合 效应 出 
JL, 而 对 于 作 直 线 加 速 运 动 的 Kinnersley 黑 洞 则 没有 此 项 效应 . 这 个 效应 也 不 出 现 


i 


aaa SE Kinnersley X X i E 3 
在 标量 粒子 的 热 辐射 谱 中 . 


最 后 , 我 们 采用 了 不 同 的 零 标 架 重 新 研究 了 此 类 黑洞 的 Hawking 效 应 , ADE 
标 架 不 同 仅 在 于 它们 相差 一 个 L- 类 Lorentz 转 动 , 但 后 一 种 零 标 架 的 选取 似乎 更 方 
便于 计算 , 而 且 结 果 也 较 简洁 . 虽然 有 这 些 差别 , 但 是 我 们 能 够 发 现 , 两 种 计算 一 
致 地 给 出 相同 的 视界 面 方程 、Hawking 温 度 以 及 热 辐射 谱 . 因此 物理 结果 不 依赖 
于 零 标 架 的 具体 选取 . 


> fs r 
E . 
= a E 
x2 r À 


作 任 意 加 速 运动 的 Kinnersley 黑 洞 按 Petrov 分 类 属于 DD- 型 时 空 , 与 属于 Petroy 
II- 型 的 动态 Kerr-Newman 黑 洞 一 样 , 在 一 定 的 鹤 标 架 系 中 旋 系 数 k 二 入 = 二 go = 0， 
dav X 0. 对 于 这 两 类 有 时空 ,可 仿照 Teukolsky 黑 洞 微 扰 论 , 推导 出 旋 量 场 的 二 阶 微 
HAA, 就 会 发 现在 s = 1/2 分 量 满 足 二 阶 方程 中 有 一 项 与 7 成 正比 的 一 阶 导数 交 
LAR. 在 完成 GTCT 处 理 后 , 只 有 利用 一 阶 导 数 之 间 的 关系 式 才能 换 掉 这 一 项 , 使 
该 分 量 的 二 阶 方程 化 成 单一 分 量 的 波 方程 . 


对 于 作 转 动 和 加 速 运动 的 Kinnerlsey-Kerr 黑 洞 [31], RK 该 类 时 空 的 性 质 尚 
还 不 太 清楚 , 但 我 们 预期 完全 可 以 应 用 经 本 文 发 展 的 GTCT 方 法 (DRS-ZWC) 去 研 
究 该 类 时 空 的 量子 热效应 , 在 高 自 旋 粒子 的 Hawking 热 辐射 谱 中 应 该 出 现 自 态 - 转 
动 -加 速 辜 合 效应 , 而 且 这 将 是 一 个 非常 复杂 的 混合 效应 . 


第 九 章 ”动态 黑洞 的 量子 热效应 
一 imn 


*All laws in physics take the same 
form tn any coordinate system”. 


自 昌 awking 发 现 黑洞 并 不 是 完全 黑 的 而 是 可 以 从 其 视界 发 射 辐 射 以 来 ,已 经 
过 去 四 分 之 一 多 个 世纪 了 . Hawking 的 这 一 划时代 的 发 现在 黑洞 物理 学 中 立 下 了 
一 个 重要 的 里 程 碑 . 黑洞 物理 学 的 一 个 重要 课题 就 是 要 揭示 各 种 黑洞 的 热 性 质 . 
在 过 去 的 二 、 三 十 年 中 , 对 各 种 稳 态 轴 对 称 黑洞 中 标量 场 和 Dirac 粒 子 的 热 辐 射 的 
研究 获得 了 长 足 的 进步 . 然而 多 数 研究 主要 是 集中 在 研究 静态 和 稳 态 黑洞 的 热 性 
KE. 因为 天 体 物 理学 中 一 个 真实 的 黑洞 可 以 向 外 辐射 或 吸收 周围 的 物质 , 因而 
是 非 稳 态 的 、 随 时 间 而 演化 的 . 因此 考察 动态 黑洞 的 热 性 质 比 研究 稳 ( 静 ) 态 黑洞 
更 有 意义 , 值得 作 深 入 的 研究 . 决定 动力 学 黑洞 事件 视界 的 位 置 和 温度 的 一 个 熟 
知 的 方法 是 计算 重 整 化 能 动 张 量 的 真空 期 望 值 . 但 是 这 个 方法 非常 复杂 , 用 途 也 
有 限 ( 目 前 只 能 应 用 于 球 对 称 情形 ), 只 能 给 出 视界 位 置 和 温度 的 近似 值 , 在 其 它 场 
合 下 则 困难 重重 . 


为 了 研究 动态 黑洞 的 Hawking 蒸 发 , 赵 峥 等 人 在 Damour-Ruffini-Sannan 工 作 
的 基础 上 提出 了 一 个 新 方法 , 称 为 广义 乌龟 坐标 变换 法 (GTCT). 这 个 方法 能 同 
时 给 出 动态 黑洞 事件 视界 位 置 和 表面 温度 的 准确 值 . 其 基本 思想 是 把 稳 ( 静 ) 态 
时 空 情形 下 的 首 通 乌龟 坐标 变换 r, = rt (2K) In(r 一 rg)( 其 中 必 为 事件 视界 的 
表面 引力 ) 推 广 为 动 态 情形 下 的 类 似 形式 , 但 允许 事件 视界 位 置 rp 可 以 是 超前 时 
间 v = 上 十 rs 和 /或 角度 0 pit BR, 然后 把 标量 场 方程 或 Dirac 方 程 在 所 研究 的 村 
洞 时 空 事件 视界 附近 化 成 波动 方程 的 标准 形式 . 例如 , 在 Schwarzschild 黑 洞 情形 
F, 事件 视界 位 置 为 一 个 常数 (rz 二 2M), 而 在 Vaidya- 型 时 空 , 它 为 超前 时 间 的 函 
(ry = rg(v)). 这 个 方法 已 被 成 功 地 应 用 于 研究 各 种 类 型 动态 黑洞 中 标量 场 的 
量子 热效应 以 及 球 对 称 非 静态 黑洞 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 辐 射 . 


但 是 在 我 们 的 工作 出 现 以 前 , 动态 Kerr(-Newman) 黑 洞 和 Kinnersley 黑 洞 
中 Dirac 粒 子 的 Hawking 蒸 发 尚 没有 得 到 较 好 的 解决 . 这 两 个 课题 首先 由 我 们 
用 赵 峥 建议 的 GTCT 方法 给 出 了 满意 的 处 理 . 以 前 人 们 认为 研究 这 两 类 黑洞 
中 Dirac 粒 子 的 量子 热效应 的 主要 困难 在 于 一 般 时 空中 Dirac 方 程 不 能 完全 分 离 
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变量 . 现在 我 们 的 研究 表明 不 需要 对 一 阶 Dirac 方 程 事 先进 行 退 辜 处 理 , 在 完 
成 GTCT 处 理 后 只 需 根据 时 空 的 对 称 性 一 次 给 出 合理 的 分 离 变 量 即 可 , 


对 动态 黑洞 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 效 应 进行 讨论 的 关键 在 于 如 何 将 每 个 旋 量 
分 量 满 足 的 二 阶 方程 在 视界 附近 化 成 单一 分 量 的 波动 方程 , XE LE XEM T E 
系数 vy 关 0), 因为 s = 1/2 分 量 满 足 的 二 阶 方程 中 有 一 项 与 wv 成 正比 的 s = 一 1/2 分 
量 的 一 阶 导数 交叉 项 . 在 作 GTCT 处 理 后 这 一 项 只 有 利用 由 一 阶 方程 导出 的 关系 
式 才 能 换 掉 , 因此 必需 同时 考虑 一 阶 方程 和 二 阶 方程 在 视界 附近 的 渐 近 形式 . 对 
前 者 作 GTCT 处 理 后 , 一 方面 可 得 到 视界 面 方程 , 另 一 方面 提供 一 阶 导 数 之 闻 的 关 
AN: 对 后 者 作 完 全 类 似 的 处 理 后 , 通过 调节 待定 的 k 参 数 , 一 方面 可 得 到 表面 引 
力 的 表达 式 , 另 一 方面 是 为 了 化 二 阶 方程 为 标准 形式 的 波 方 程 . 显然 , 这 一 方法 完 
全 可 以 推广 到 高 自 旋 粒 子 情形 . 


现 将 我 们 的 工作 总 结 如 下 : 


e HA, 我 们 探讨 了 动态 Kerr(-Newman) 黑 洞 中 Dirac 粒 子 以 及 光子 的 Hawking 
辐射 , 发 现 这 类 黑洞 有 自 旋 - 转 动 辜 合 效 应 出 现 . 该 效应 与 粒子 的 自 旋 态 有 
X, 与 粒子 的 质量 则 没有 关系 . 稳 态 Kerr 黑 洞 和 Vaidya- 型 黑洞 不 存在 这 类 效 
应 . 标量 粒子 的 热 谱 中 不 出 现 此 类 效应 [270-274]. 


HA, 我 们 用 上 述 推 广 的 GTCT 方 法 重新 者 察 了 Vaidya- 型 球 对 称 黑 洞 
的 Hawking RA, 发 现 对 于 高 自 旋 粒子 (s = 1/28 F, s = 1 光子 ) 来 说 ， 
不 是 所 有 分 量 都 参与 Hawking 辐 射 , 即 Hawking 辐 射 对 不 同 分 量 是 不 对 称 的 . 
我 们 还 严格 证 明了 此 类 黑洞 中 质量 不 为 零 的 Dirac 粒 子 的 热 谱 中 没有 与 质量 
有 关 的 量子 能 层 效 应 出 现 [275-278]. 


BRK, 采用 经 过 我 们 进一步 发 展 了 的 GTCT 方 法 讨论 了 Kinnersley 黑 洞 的 量 
子 热效应 . 我 们 发 现 作 任意 加 速 运动 的 区 innersley 黑 洞 有 自 旋 -加 速 耦 合 效 应 
出 现 [283], 而 作 变 加 速 直 线 运动 的 黑洞 则 没有 此 项 效应 [279-282|]. 


另外 , 我 们 选取 了 不 同 的 察 标 架 重新 研究 了 动态 Kerr(-Newman) 黑 洞 和 作 
任意 加 速 运动 的 Kinnersley 黑 洞 的 Hawking 蒸 发 ， 只 要 我 们 采用 相同 形式 
的 GTCT, 就 会 得 到 完全 相同 的 视界 方程 、Hawking 温 度 以 及 热 辐 射 谱 . 这 
三 个 有 要素 不 因 标 架 的 具体 选取 而 不 同 , 表明 物理 结果 独立 于 坐标 系 的 选择 . 


GTCT 理 论 源 于 Damour-RufEni 和 Sannan 的 工作 , 其 重要 发 展 来 自 于 赵 峥 教 
授 提 出 了 动态 情形 下 的 乌龟 坐标 变换 形式 ,我 们 的 系列 工作 则 进一步 发 展 并 


完善 了 这 一 方法 , 使 之 成 为 一 套 完 备 的 理论 体系 , 是 处 理 Hawking 辐 射 行 之 有 效 
的 工具 . 可 以 预料 到 这 一 理论 (DRS-ZWC) 能 够 很 好 地 解决 转动 带电 和 任意 加 速 
的 Kinnersley-Kerr 黑 洞 [31] 中 Dirac 粒 子 的 Hawking 效 应 , 我 们 预期 在 自 旋 粒子 的 
热 辐 射 庶 中 会 有 自 旋 - 转 动 -加 束 辜 合 效 应 出 现 . 


Bit, 这 一 方法 在 国际 上 尚未 被 普遍 认可 , 流行 的 计算 重 整 化 能 动 张 量 方法 
仍然 在 黑洞 Hawking 辐 射 研究 中 占 主 导 地 位 . 寻找 新 的 研究 动态 黑洞 Hawking 效 
应 的 方法 或 将 这 两 种 理论 相互 调 合 是 今后 值得 探讨 的 一 个 问题 . 


基于 已 完成 的 和 部 分 未 完成 的 工作 , 现 提 出 如 下 与 本 文 相 关 的 今后 科研 工作 
的 初步 设想 : 


课题 A: 黑洞 糖 起 源 与 黑洞 热力 学 


黑洞 粹 的 起 源 是 当前 黑洞 物理 学 研究 的 一 个 热点 问题 . SER MAA eS 
第 三 定律 , 当前 存在 几 种 不 同 的 观点 , 争议 很 大 , 没有 公认 的 看 法 . 存在 着 几 种 不 
[5] &* Reet, 对 黑洞 热力 学 第 三 定律 也 有 不 同 的 解释 . 我 个 人 认为 
对 这 两 个 问题 进行 深入 的 理解 是 非常 族人 而 且 是 很 紧迫 的 . 用 一 个 全 新 的 方法 去 
理解 黑洞 热力 学 可 能 会 显 剧 地 改变 我 们 的 看 法 . 超 蓄 低能 唯 象 D-brane 理 论 是 其 
中 一 种 可 能 的 方案 . 


RAB: 动态 黑洞 的 量子 热效应 


动态 黑洞 有 着 新 的 不 同 于 稳 态 黑洞 的 量子 效应 , to Ep REI (iE MR 

效应 . 当前 研究 动态 黑洞 Hawking 辐 射 的 一 个 有 效 工 具 是 广义 乌龟 坐标 变换 法 , A 

前 它 在 国际 上 尚未 被 普遍 认可 ,寻找 一 种 新 的 方 Pe 态 黑洞 的 Hawking 效 
应 是 一 个 值得 探索 的 问题 . 


课题 C: 黑洞 微 扰 与 准 正则 模 


X8 46 R A ER E (power-law tail) LR, 黑洞 的 准 正则 模 (quasi- 
normal mode) 可 能 是 黑洞 存在 的 一 种 间接 证 据 , 是 证 实 黑洞 存在 的 一 种 “和 指 
HO. 对 微 扰 波动 方程 求 精确 解 , 并 构造 Green 函数 是 解析 方法 中 的 一 个 重要 环节 ， 
在 此 基础 上 再 作 数 值 模拟 , 将 是 非常 令 人 信服 的 . 


WORD: 场 方程 精确 解 与 积分 方程 


此 外 根据 第 二 章 的 研究 , 还 可 以 把 黑洞 背景 上 的 波 方程 的 精确 解 的 研究 与 
下 述 问 题 关 联 起 来 : HEMP AH 42 Fo(M)Green BK, 研究 标量 场 的 路 径 积分 、 相 
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干 态 、 热 力学 性 质 ( 炉 )、 有 限 温 度 场 论 、 量 子 统计 (Bose-Einstein 凝 聚 )、 黑 洞 相 
变 、 束 缚 态 、 标 和 量 场 的 二 次 量子 化 、 黑 洞 的 量子 化 、 黑 洞 面积 和 燃 的 量子 化 等 
F. 


而 黑洞 蒸发 的 结局 和 大 爆炸 起 点 显然 与 奇 性 问题 有 关 ， 现 有 的 量子 场 论 
和 广义 相对 论 在 Planck 尺 度 上 完全 失效 , 因此 不 能 解决 这 个 问题 . Planck 尺 度 
上 的 物理 必然 与 时 空 的 量子 结构 一 自 旋 泡 沫 (spin foam) X. 当 黑 洞 的 半径 与 
其 Compton 波 长 相 比拟 时 , 它 是 宇宙 中 最 小 的 黑洞 , 又 是 最 大 的 “基本 粒子 ”一 
Planck 子 . 我 们 不 妨 称 这 样 的 基 元 黑洞 为 黑洞 子 (blaholon), 它 是 黑洞 拟 或 宇宙 的 
基本 构成 元 素 吗 ? RA, 它 是 由 弦 或 膜 (brane) 构 成 的 吗 ? 


超 弦 理论 能 解决 这 些 令 人 迷 恶 的 问题 吗 ? 


(em e ME JP GI E 
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附录 A 黑洞 热力 学 第 一 定律 表达 式 
的 代数 推导 


对 等 式 4+ =r} +a? = 2JMrir 一 ?进行 微分 , 可 以 导出 关系 式 
ridM = +edr4 + ada + QdQ, (A.1) 
然后 用 ri 乘 以 此 式 并 加 上 一 项 a2dJM, 就 得 到 关系 式 | 
AxdM = +(e/2)dAz + adJ + QrudQ, (A.2) 
用 .Ar 除 以 上 式 就 得 到 方程 (4.3.13). 
从 关系 式 rr-(4 +Q -2Mr,r. = 2M (a? + Q?) = 2Ja+2MQ?, 能 够 推出 
(0M 于 sj4 = 2Ja+ (2M — r4)Q? = 2Ja + Q?r4, (A.3) 
用 .4+ 除 以 此 式 , 并 将 +e = ky A, 移 项 就 得 到 方程 (4.3.14). 
从 恒等式 


可 以 得 到 关系 式 
BiA w-w 


= -一 一 一 A 
S 2 2K4 (A ) 


用 2k4 来 以 此 式 , 并 将 w+ = mg + eb $58 $553 202732 (4.3.15). 然后 对 此 方程 进 
行 微分 , 就 可 以 得 到 方程 (4.3.16). 
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HRB 。 广义 乌龟 坐标 变换 


对 于 最 一 般 的 黑洞 时 空 , 我 们 定义 推广 的 乌龟 坐标 [v, r, 0, p): 


l 


T, = T + ————— In |r -ryv 8, p), 
2K( vo, 05, Qo) | n 9 
w.-—-v—v, 0,—-0—09, p=- Qo, (B.1) 
PP 
人 
2k(r — ru) 2k(r — rg) 
— € m (B.2) 


一 一 一 一 一 40 — d 
2k(r — rg) 2k(r — rx) #3 
dv, = dv, d0, = dé, dp. = dy, 


式 中 rr = rg(v,0,9)79 事件 视界 的 位 置 ， Uo, bo 和 go 为 任意 固定 的 参数 ， K = 
K(vo, 90, po) 为 待定 的 温度 参数 , 它们 在 乌龟 坐标 变换 下 都 不 变 ， 在 " = rh al, 
0 = 90 和 wp = AM, 视界 位 于 rH = rx(v0,%, po). 由 上 式 可 得 一 阶 于 数 之 间 的 
变换 关系 式 : 


人 
Or | 2k(r rg) Or,’ Ov Ow  2k(r-—rg)ór.' 
Q Q TH Q Q Q TH ð 


LL E MEI T NL ee B.3 
00 00, 2K(r—ry)Or.’ Op Op, 2k(r—rg)Ór. en 


和 二 阶 寻 数 之 间 的 变换 关系 式 : 


8? T 1 gn "m 1 KA 
ðr? 2k(r— TH) Ore? 2k(r— rg)? Or.’ 
8? g? 2TH v ea TH. ĝ? 


天 


ðu? Ow? J2k(r—rg)Or.Ov, a [2«(r — ri)? Or? 
Tip +TrHw(r —TH) ô 
2&(r—rg) Or.’ 
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P P 3m, Pg O 
00? 80, 2?k(r—rg)Or,O0, [2k(r — rp)? Ore? 
ET T rue(T — TH) 0 
2k(r—rg) Or,’ 
oU — Lu d ru, PO iE _ The Ë 
Op? Op? 2k(r—ru)Or.Op. = [2K(r — rg)? Or? 
Tite + Tuer —TH) O 
2k(r — rH)? ar,’ 


o uli 1 mde O rawll  2&(r— rg)) O^. 
OrOv 2k(r 一 rr) âr ðv [2k(r—rg)j? Or? 
TH, 
2k(r — rg)? Or,” 
E TR ELE 3” Tuell-2s(r—ru)) Ot 
ÓrO0 2k(r — rg)" Or.00, I2&(r —rg)? Or,? 
THO ð 
Tan(r — rn)? Ore’ 
E o m 1 | O rmi +2kr(r ra) 9" 
OrOp 2k(r — rg): Or.0¢, [2k(r —rg)? | ór,? 
TH, ð 
2k(r — rg)? Ore’ 
o? g? TH wv 8? T Hyp Q" 


QvOQ - Ov,0p,  2k(r—rg)Or.Op. — 2k(r — rg) ôr ðv, 
THotHye O TReTH. T THoo(T — TH) 9 


[2«(r — rg)? Or.? i 2k(r — rg)? Or, (B.4) 


特 珠 情 形 : 
(1) 对 于 球 对 称 黑洞 , 因 视界 ry = rz(u) 与 0 和 9% 无 关 , 在 方程 (B.3) 和 (B.4) 中 


KG, = bep, = o. B. 
T H,0 p TH, = T H,00 s TH pp =0. 


(2) 对 于 轴 对 称 时 空 ， 因 视界 ri = ri(u,g) 与 9 无 关 , 在 方程 (B.3) 和 (B.4) 中 
Ry, = vH. 


TH x TH pp = 0 id 
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附录 C HARSA REFREN 
Lorentz 转 动 下 的 变换 性 质 


在 这 个 附录 中 , 我们 在 Newman-Penrose 表 述 [2, 5, 20, 51, 230-242] 中 直接 给 出 
场 方程 的 零 标 娟 形式 而 不 加 以 说 明 . 详情 可 参考 [245, 246] 以 及 Chandrasekhar 的 
著作 [5]. 


C. 无 质量 的 自由 场 方程 


Weyl 方 程 (s = 1/2) 


(D +e — pm — (6 +r — a)m=0, 
(84-8 — 7)m — (A - n — y)no =0. (C.1) 


无 源 的 Maxwell 方 程 (5 = 1) 


(D — 29): — (6+ T — 22)óo = 一 542， 
(6 — 2r)ói — (A + u — 2)0 = —0d», 
(D + 2e — p)óa — (6 + 21)f1 = —Ado, 
(6 +28 — rT). — (^ + 2u), = —vós. (C.2) 


Rarita-Schwinger 方 程 (5 = 3/2) 


(D ~ €— 3p)x, — (6+ x —3o)xo 三 一 26X2， 

(6 — B - 3r)x1 — (A+ u — $y)xo = —20xX2, 

(D + — 2p)x2 — (6 + 21 — a) x1 = —&xs 一 入 Xo， 

(6+ B —27)xa — (A+ 2u — Ya = -0X3 — vxo; 

(D + 3e — p)xa — (6+ 3r + a)x = —2Ax1, | 

(6 +38 — T)xs — (A+ 3u + y)xa = -2vxi. (C.3) 
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Newman-Penrose 方 程 (s = 2) 


(D — 2e — 4p)y, — (6+ r — 4o)yo = —3&V», 

(8 — 28 — 4r — (A+ p— 4 = —3e5, 

(D — 3p). — (ô + 21 ~ 2a) = —2&s — AY, 

(5 — 3T)V» — (A + 2u — 2yyi = —2ay3 — vo, 

(D + 2e — 2p)is — (6 + 31)» = -rya — 2A, 

(6 + 28 — 27)p3 — (A+ 3u)U» = —ova — 2v, 

(D + 4e — p)yy4 — (6 + 4r + 20) = —3Ms, 

(ó +48 — r4 — (A+ Ap + 27) 3 = 一 3 加 . (C.4) 


对 于 任意 自 旋 为 5 的 Bargmann-Wigner 方 程 , 则 有 : 


[D -- 2(p — s + 1)e + (p - 2s)p]V,,, — [6+ (p + l)a + 2(p — s)a]¥, 

= (p-2s--1)kV5, 2 一 DA 1, 

[5 + 2(p — s + 1)8 + (p - 2s)r]Wg.i — [A + (p + Dn  2(p — s)]V, 

= (p—-2s-41)oV,,; —pvyV, 1, (p=0,1,--- ,2s—1) (C.5) 


[D 4- 2(h + 1)e + (h — s)p] dui — [6+ (h + 5 + 1)r + 2ho]9, 

= (h—s--1)«$,4,2 + (hk + S)AO4 1, 

(6+ 2(h + 1)8 + (h — s)r] uai — [A + (h + 5 + 1)u + 2h3]9, 

= (h—s--1)s 0,2 --(h--s)v$, 1. (h——s,1—5,:--,5—1,s) (C.6) 


C.2 有 质量 的 自由 场 方程 


Klein-GordonZ #2(s = 0) 


[(Ac- uc pu —3—3)D- (6 -2* -a - 8— 7)ó 
-(D—-p—p)A^A—(óctx—o4c'—7)ó6—-m^e-o. (C.7) 
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Dirac f4 (s = 1/2) 


(D+e— p)Fi pid (ô +r — o)Fo = imGi;, 
(+ 8B- T)'i - (A +u — = imGe, 
(D+e — p*)Go — (6 + 7* — o^)G, = —imFs, 


(6 十 B" = T*)Go = (A 村 TN 一 y')G 一 —imf|. (C.8) 
不 难 验证 (po 为 任意 相 因 子 ): 
F*=evG, F? = eGi, Gp - e* FA, Gt = evh. (C.9) 


C.3 AA zXLorentzáts3) 


在 第 I 类 转动 下 , 方向 导数 的 变换 为 
D=D, A=A+4+2642°54+2°2D, 
6=6+zD, 5=64+2D. (C.10) 


第 II 类 转动 与 第 I 类 转动 的 关系 为 作 交 换 : D = A 和 6 = 0, 因此 下 面 不 作者 
E. 在 第 III 类 转动 下 , 方向 导数 的 变换 为 


D-A"D, A- AA, à - ef6, §= ce-5. (C.11) 


C.A 旋 系 数 在 零 标 架 的 Lorentz 转 动 下 的 变换 性 质 


在 第 I 类 转动 下 , 谱系 数 的 变换 为 


A 


=K, C=O+2K, EC=HEHZK, P=PtZK, 


nl 


=T +20 +z"p+z*zk, B=Btzot2*e+ zn, 


el 


— a--z(e-- p)-- z^?k, T — m 22e + zo 4 Dz, 

=y +2(8 +T) +a + z*z(e+ p) +20 tzr, 

= p+ 2zB + z'r +2z*ze + z0 + zz nt sz + z' Dz, 

= À-c z(t + 2a) + 2° (2e + p) + z2k + 6z + zDz, 

V = v + z(u + 2y) +z 4+ z'z(n + 2a) + 27(28 + 7) 

+ z'z^(2e-4- p) + zo zu k(A-cTzÓTzÓcTzzDz. (C.12) 
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在 第 III 类 转动 下 , 旋 系 数 的 变换 为 


K= Aek, FG =A leg, A= AN, p ey, 


| | | 
Z= A'e- 5A7DA- ADO, T= Ay- 5AA- LA^ A0, 
" | 1 bo, P j 

à e(a- ZAISA + 280), B= e" (8 ~ ZAISA + 260), 
p= Ap, w= Ap, F=e "an, F= er. 


C.5 旋 量 在 零 标 架 的 Lorentz 转 动 下 的 变换 性 质 


在 第 I 类 转动 下 , 无 质量 场 的 变换 为 


To — 70, Mm =M + zmo. 

do = do, Gr = di + zo, 

de = by + 22d + 27 do. 
Xo = Xo; X1 = Xi 十 ZX0， 

Xa = Xa + 22X1 + Z^Xo, 

Xa = X3 十 3zXa + 3z^x1 十 23Xo， 


Jp — o, Pi m id zo, 

the = Va + 22i +270, 

hs = Vis + 3z + 323 + z Yo, 

thy = Wa + Azis + 622 hy + Azo, + zo. 


有 质量 场 的 变换 为 

=o. 

om Fy, Fi Fo zF, 
Go = Go — z*G, , Ci =G. 


(C.13) 


(C.14) 


(C.15) 


(C.16) 


(C.17) 


(C.18) 


(C.19) 
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在 第 III 类 转动 下 , 无 质量 场 的 变换 为 
Mo = A eus qo Ae, (C.20) 
go = A^ le" do, hi = 内， do = Ae ġa. (C.21) 
X = A REMIS xi - A-2995. 
Xa = Ae Rx, Xa = ATI PI (C.22) 
Wo = Ag, Vi = A'e wy, 

be = wa, (C.23) 

hy = Ae, , V4 = Ae. 

有 质量 场 的 变换 为 
® =O. (C.24) 


E EE A^ 2610/2 p F — AV26-10/2 F, 
Gi = AU 0/20, : Gi = A` e8 RG ! (C.25) 
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我 最 初 对 理论 物理 学 产生 兴趣 , 是 始 于 1984 年 , 当 我 刚刚 成 为 一 名 医学 生 的 时 
候 . 那 时 我 从 医学 院 的 图 书馆 里 借 到 了 三 卷 本 的 《 爱 因 斯 坦 文集 》, 曾经 多 次 并 
仔细 地 阅读 第 一 卷 中 爱 因 斯 坦 的 一 篇 “自述 ”. 爱 因 斯 坦 对 人 生 观 的 理解 极 大 地 震 
撼 了 我 的 灵魂 ,因为 我 那 时 正在 探索 自己 的 未 来 人 生 道 路 . 我 接受 了 大 师 的 感召 ， 
确定 今后 的 道路 是 去 做 一 名 理论 物理 学 家 , 探求 物质 世界 的 最 基本 秘密 , 将 来 能 
完成 科学 伟人 未 能 完成 的 梦想 一 统一 场 论 . 于 是 我 开始 学 习 相 对 论 和 量子 论 , 并 
且 发 现 学 起 来 并 不 吃力 . 后 来 我 又 相继 自学 了 理论 物理 四 大 基础 课程 和 数学 物理 
方法 , 那 时 我 以 为 掌握 了 这 些 理论 就 可 以 去 实现 自己 人 生 的 理想 了 . 事实 上 并 不 
如 此 , 我 后 米 领 会 到 学 物理 是 一 回 事 , 做 科研 又 是 另 一 回 事 . 


我 与 黑洞 物理 学 结 下 乡 份 是 在 1988 年 , 那 年 我 开始 知道 了 Hawking 歼 应 (霍金 
辐射 ) 这 个 名 词 , 并 且 留 下 了 很 深 的 印象 . 在 这 之 后 我 开始 涉足 黑洞 物理 学 特别 
是 黑洞 热力 学 领域 .相对论 和 量子 力学 是 现代 理论 物理 学 的 两 大 支柱 , 而 黑洞 物 
理 是 广义 相对 论 、 量 子 力学 和 热力 学 交汇 的 大 大 台 , 很 适合 我 的 味 口 , 对 这 个 理 
论 我 也 情 有 独 圳 . 后 来 我 又 从 一 些 书 中 进一步 理解 了 黑洞 燕 发 是 怎么 一 回 事 , A 
为 我 对 广义 相对 论 和 量子 力学 有 一 定 的 了 解 , 在 特殊 函数 理论 方面 又 有 一 点 特 
长 ,于 是 我 给 自己 提 了 两 个 问题 : 一 是 Schwarzschild( 史 瓦 西 ) 黑 洞 中 标量 场 方程 的 
径 向 部 分 到 底 是 一 个 什么 样 的 特殊 函数 ?7 二 是 当 这 个 黑洞 燕 发 到 其 半径 等 于 它 
的 Compton( 康 普 顿 ) 波 长 时 会 发 生 什 么 事情 ? 在 随后 八 年 行医 的 生涯 之 中 我 试图 
解决 这 两 个 问题 , 除了 对 第 一 个 数学 问题 有 部 分 解答 外 , 没有 找到 令 人 满意 的 答 
R. 对 第 一 个 问题 的 满意 处 理 是 在 我 进 了 粒子 物理 所 后 刚 做 研究 生 时 发 表 的 处 女 
作 里 给 出 的 . 第 二 个 物理 问题 更 基本 , 更 深刻 , 到 目前 还 没有 找到 答案 的 线索 , 只 
是 感觉 到 超 纹 理论 是 解决 它 的 唯一 希望 . 


经 过 了 八 年 的 曲折 , 我 终于 能 够 走 上 做 科学 研究 的 正道 , 已 经 是 在 1997 年 进 
入 粒子 物理 研究 所 之 后 的 事情 了 . 自 屠 时 以 来 到 今年 (2002 年 ) 夏 天 , 我 在 武汉 又 度 
过 了 一 个 五 年 学 习 的 生活 , 回顾 这 五 年 的 经 历 , 我 的 感触 颇 多 , 在 科研 上 上 既 有 成 功 
RA RIK, 有 痛苦 也 有 欢乐. 


205 


the Rade x 
DOCTORAL DISSERTATION 


~- em- . mr MM 一- - m A o m iH 


ERREZ d BREBBRY JE dU SITAS ACRAS FT RAD REPE 
自由 度 . 在 这 一 点 上 , 我 感到 是 非常 幸运 的 , 因为 我 可 以 完全 赁 自己 的 爱好 做 感 兴 
趣 的 物理 方向 上 的 研究 , 并 且 可 以 培养 自己 的 独立 研究 能 力 . 导师 常 对 我 讲 的 两 
SFY “RR” 对 我 有 很 大 的 影响 , 它 已 部 分 体现 在 我 的 已 有 的 科研 成 果 之 中 ， 
在 攻读 学 位 期 间 , 我 对 这 一 点 是 比较 注意 的 , 对 课题 的 选择 也 是 随缘 份 的 . 因为 我 
对 黑洞 物理 非常 爱好 , 在 他 的 建议 下 , 我 选择 黑洞 物理 学 作为 自己 的 研究 方向 , 科 
研 工作 则 主要 是 集中 在 理论 方面 . 通过 坚持 不 懈 的 探索 , 我 逐渐 对 这 个 领域 有 了 
一 个 比较 全 面 的 了 解 . 另外 在 我 感 兴趣 的 其 它 方面 , 也 积累 了 不 少 材料 , 为 今后 的 
研究 打下 了 必要 的 基础 . 导师 虽然 对 我 的 具体 科研 课题 不 作 限 制 , 但 从 高 标准 高 
水 平 的 角度 上 从 严 要 求 我 , 教会 了 我 治学 的 方法 准则 . 他 常 说 “每 天 要 有 一 个 新 
想法 , 一 个 星期 就 有 七 个 想法 ,哪怕 都 错 了 也 没关系 ”的 这 向 话 常常 在 我 的 耳 边 荣 
£t. 从 娃 师 那里 我 学 得 更 多 的 是 他 的 做 人 哲学 , 在 逆境 中 坚韧 不 拔 的 精神 . 导师 还 
时 常 关心 我 的 个 人 生活 、 家 庭 生活 . 他 的 一 言 一 行 以 及 对 工作 的 敬业 精神 , 给 我 
留 下 了 深刻 的 影响 . 衷心 地 感谢 他 给 了 我 不 懈 的 教诲 和 科研 的 自由 选择 . 


为 人 敦厚 朴实 的 周 代 昔 教授 经 常 象 见长 般 地 长 期 从 各 方面 关心 我 的 学 习 和 生 
活 . 我 时 常 与 他 交流 思想 和 个 人 看 法 . 在 他 领导 的 实验 室 这 个 温暖 的 大 集体 中 , 大 
家 都 能 比较 融洽 地 相处 , 感谢 他 长 期 给 我 多 方面 的 帮助 . 感谢 张 镇 九 教授 把 我 扒 
葵 给 我 的 导师 蔡 勋 教授 . 感谢 粒子 所 的 领导 们 创造 了 良好 的 学 习 环 境 、 较 好 的 科 
研 条 件 和 浓厚 的 学 术 氛 国 . 感谢 所 有 老师 的 授课 . 


我 曾 就 有 关 学 术 问 题 请 教 了 北京 师范 大 学 的 赵 峥 教授 和 湖南 师范 大 学 的 荆 继 
良 教 授 , 与 他 们 的 交流 使 我 受益 菲 浅 , 在 此 一 并 致 以 谢意 . 


ROM ARA GRE: KE. Tagasugi 教 授 、 北 海道 大 学 物理 系 的 再 . Suzuki 教 
授 和 巴 歼 第 七 大 学 高 能 理论 物理 实验 室 的 G., Valent 教 授 曾经 友好 地 寄 来 了 他 们 的 
研究 论文 . 

我 的 初中 同学 、 现 在 在 Motorola 公 司 设立 的 研究 所 工作 的 赵 杰 华 博 士 给 了 我 


莫大 的 帮助 . 我 能 转向 物理 学 并 作出 一 点 科研 离 不 开 他 的 长 期 帮助 . 感谢 他 帮 有 我 
查阅 了 许多 珍 资 的 参考 文献 . 
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感谢 杨 纯 斌 教授 、 李 炜 博士 、 刘 涵 及 王 晓 荣 , 特别 是 前 两 位 师兄 曾 多 次 帮忙 
查找 了 许多 文献 资料 . 感谢 李 炜 博士 在 计算 机 方面 的 早期 帮助 . 感谢 本 校 的 下 列 
同学 : 杨 红 艳 、 周 代 梅 、 刘 勤 、 曾 瑜 、 张 汉中 、 左 健 博 士 后 等 人 在 不 同 阶段 的 帮 
BA. 


RHR OD A DM HR LERALCEALH LDF ig AR. 感谢 
后 者 在 我 处 于 情绪 低落 时 给 予 的 善意 开导 ， 


b 最 后 特别 要 感谢 的 是 我 的 夫人 万 丽华 和 儿子 吴迪 以 及 所 有 的 亲友 . BATE 
J 十 多 年 来 的 理解, 这 五 年 来 的 默默 奉献 和 支持 , 特别 是 最 后 这 半年 来 的 理解 和 支 
持 , 就 不 可 能 有 这 本 博士 论文 的 诞生 . 


遮 以 此 文献 给 我 的 家 人 ! 
XN 


2002 年 
桂子 山 
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